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Wenn die eigenthümliche Kraft eines über seine Zeil hervorragenden Geistes 
schon darin sich offenbart, dass er die Ideen, auf welche die Zeitentwickelung 
hindrängt, aufzufassen und fortzubilden weiss, und er so als Repräsentant 
seinerzeit erscheint: so Irilt jene Kraft noch eigenlhümUcher hervor in solchen 
Gedankenreihen, welche der Zeit vorangehen und ihr auf Jahrhunderte die 
Bahn der Entwickelung gleichsam vorzeichnen. Während die Ideen ersterer 
Art, wenn eben die Zeit bis zu einem solchen Punkte der Entwickelung heran- 
gereift war, oft gleichzeitig von den hervorragenden Geislern der Zeit ausge- 
bildet wurden (wie z. B. die Differenziahechnung gleichzeitig von Newton und 
Leibniz ) : so erscheinen die der letzteren Art als das besondere Eigenthum des 
Einzelnen, als die innerste Werkstätle seines Geistes, in welche nur wenigen 
Geweihten derselben Zeit vergönnt ist einzutjelen und ahnend gleichsam anzu- 
schauen den Reichthum der Entwickelung, welcher von da aus über eine künf- 
tige Zeit sich ausbreiten wird. Während jene ersten Gedankenreihen in der 
Zeit, in welcher sie hervortreten, da sie eben den Höhenpunkt dieser Zeit 
selbst darstellen, mächtigen Anklang linden, grosse Bewegungen und Entwicke- 
lungen hervorrufen: so verhallen diese meistens fast wirkungslos in der Gleich- 
zeit, indem sie nur von wenigen verstanden werden, und von keinem vielleicht 
ganz. Oft erst nach Jahrhundeilen , wenn die Zeit bis zu demjenigen Punkte 
dei- Entwickelung gediehen ist, welchen jene Geisteskraft vorbildend schuf, 
wird dann jener Gedanke eine Aussaat für eine reiche Aerndte. Dass nun die 
grossartige Idee Leibnizens, deren Auffassung und Fortbildung den Gegen- 
stand dieser Abhandlung ausmacht, nämlich die idee einer wahrhaft geomelri- 
schen Analyse, zu diesen vorbildenden und gleichsam prophetischen Ideen 
gehört, kann keinen Augenblick zweifelhaft sein, wie sie denn auch das 
Schicksal solcher Ideen getheill hat. Ja durch eine besondere Ungunst der 
Verhältnisse ist dieselbe bis weit über den Zeitpunkt hinaus verborgen geblie- 
hen, von welchem an sie hätte kräftig in die Zeitentwickelung eingreifen können. 
Denn ehe noch jene Leibnizsche Idee durch Uylenbroek aus der Verborgen- 
heit hervorgezogen wurde, waren schon von verschiedenen Seiten her Wege 
zu einer ganz verwandten Analyse angebahnt. Dessenungeachtet erscheint es 
als eine wichtige Aufgabe, durch jene Idee, und durch die besondere Gestal- 
tung, welche ihr Leibniz verliehen hat, die verwandte Analyse der Neueren zu 
befruchten und so den lange lodt gelegenen Keim ins Leben zu rufen. Denn 
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2 GüOMETRiscFii: Analysi; 

wenn auch durch jene mehr als hundertjährige Verborgenheit jene Iflee gleicli- 
sam ausgeschieden isl aus dem liistorischen Entwickelimgsprocesse : so ist sie 
dennoch, indem sie mm hervortrilt, keinoswcges eine schon voralfelo, sondern 
schhesst einen noch frischen und lebcnslci'äftigen Keim in sich, dem nun sein 
Rechl, mit der historischen Entwickelung zu verwachsen, nicht länger vorentr 
halten werden darf. Denn einerseits ist das Ideal dieser geometrischen Ana- 
lyse, wie es Leibnizen als Ziel einer künftigen Entwickelung \orschwebte, 
keinesweges schon vollkommen erreicht, noch von den Mathemalikern hinrei- 
chend als solches erkannt, andererseits ist auch die eigeuthümliche Gestaltung, 
welche er dieser Idee durch seine fi'eilich mehr beispielsweise gegebene Be- 
zeichnungsart verliehen hat, keinesweges schon durch einen neueren Mathema- 
tiker auf ähnliche Weise ausgebildet wotden vielmehr sind ■ille Neueren von 
andern, wenn auch oft — dem Foitschnlti. dei 7liI eLEni'i« — \on mpI 
fluehtbareren Gesichtspunkten ausgegangen 

Leibniz selbst unterscheidet auf das Bestmimtestt acmen Gclanken einei 
rein gooinetri sehen Analyse deren Ausbjidnnj, und \oliLndung ilim ils ein 
fernes Ziel vor Augen schwebte deten Michti^keit er iber gleichwohl \ollkom 
men erkannte, und andereiseits «einen Veiauch omei neuen ffiankfeustil 
welchen er daran anschliessl um die Moghdikeit det '^eittnLIichung jenes 
Gedankens glaublicher zu machen und der Nachwelt wenn er selbst an dei 
Ausführung gehindert werden sollte ein Denkmdl /n hmterlassen welches 
irgend einem Andern späterfim zui \eiwiikhchung jenes Gedankens ^el inlas 
sung geben möchte. Beides ist dahei immer scharf auscmindei /u halten 
wenn man das Verdienst Lubni/ens um die Ausbildung dei ..eometi ischen 
Analyse richtig würdigen will In det That ubeizeu^t man sich leicht dass 
die von Leibniz versuchte Chanktei istik nicht mi mmdestea dis leistet was 
er von der geometrischen Analyse ubethaupt verheisst dass sie vielmehr hinter 
dem von ihm selbst gesteckten Ziele so unendlich weit zurückbleibt dass sie 
nur als ein roher, wenn gleich sehr aneikennungsweithei Anfang zu einet An 
näherung an jenes Ziel angesehen werden kann Auch kann man nieht be 
haupten wollen, Leibniz hihe noch andeie Bezeichnunosiiten in Beieit^chaft 
gehabt, welche der Erreichung jeties Zieles niher standen denn dinn «uiden 
sie auch die Erreichbarkeit desselben t,hubhaftei gemacht haben und also von 
ihm entweder geradezu statt jenei indei n Bezeichnungairten in^efubit odd 
doch wenigstens andeutungsweise beruhit sein wo\on sieh keine Spui findet 
Man würde somit ein ganz schiefes und ungerechtes Uitheil ubei Letbmzens 
Leistungen auf diesem Gebiete gewinnen wenn man nicht eben streng fest 
hielte, dass er jene Vorzüge welche er dei geomeln ichen -Vnal^se ubeihaupt 
in reichem Masse zuspricht kfine^^weges seinem Veisuche ih schon btiwoh 
nend zuschreiben will. 

Woher aber nun, wenn es so steht diese s^ewalli^en L(bspiuche ubei 
eine Sache , deren Gestaltung ei nicht kannte ? w ohei dies entschiedene An 
preisen ihrer Wichtigkeit, dies Aufzahlen aller der ans Unglaubliche graiizen- 
den Früchte , die sie tragen müsste auch für alle verwandten Gebiolo des Wis- 
sens? Wir können hierauf nur antworten, dass darin eben eine besondere 
Bevorzugung eines höher begabten Geistes besteht, dass er die Wichtigkeit 
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eines GerlanLens bis iti seine femslen Folgerungen hinein vüralineiid anscliaul, 
währeud kleinere Geister, das Geringrügige für wichtig haltend, an dem wahr- 
haft Grossen gedankenlos vorübergehn. Ebon dies hervorragende Talent Leib- 
nizens, eine ganze Entwickelungsreihe , ohne sie durchzumachen, dennoch 
ahnend zu überschauen, und ohne sie voiiier zu zergliedern und auseinander 
zu legen, sie dennoch mit prophetischem Geiste sich zu vergegenwärtigen und 
so ihre Folgewichligkeit zu erkennen, dies Talent ist es eben, was ihn zu so 
grossartigcn Entdeckungen fast auf allen Gebieten des Wissens geführt hat. 
Ich hoffe im Verlauf dieses Aufsatzes zu zeigen, dass, abgesehen von einzelnen 
üebertreibungen , welche aber überall mehr im Ausdi'ucke als in der Sache 
selbst liegen, Leibniz hier durchaus recht gesehen,. indem ich eine Analyse 
Menigbtens m ihien Giundzugen aufstuHen weide welche im Äl!p,caiemen wnk 
lieh das) leistet Wds er als das ZipI dei geometiischen Vnaijse ansieht ja e'^ 
wnd sich zeigen disb selbst die wesentlichen \oizui>;l dicsei VmljöC \on ihm 
mit ULF ^tHibhcn "Voll&iandipkeit aulp(,z ihlt Mud Ilitiduich wnd sich dann 
am besten die wissrn'.cInilJKht Bedtutun^ aunti Idee tinei geometrischen 
4ml>se dirlegen 

Um luch indi ei --eit-- die wisben-ichilthchi. B(.dLUlun„ seinei eigenlhum 
lichtn rhankfLMslik ins Licht tieten zu Iisscu und dimit sein wisbenschaft 
hohes Venhenst auf diesem Gebiete luch nach dei indem beite hin zui \n 
schaumig zu biingen will ich bei dei Ableitung und Entwickelung dei neuen 
Andljse tlenWe^ einschlagen diss ich von dei Leibnizschen ( haidkleiistik 
ausgehe imd zeige wie von diesem liemie nu& bei konsequentei Duichfiihiung 
und Fortentwickelung bei gehorigei Ausscheidung des Fiemdaitigen und Be 
fiuchtnng duich die Ideen dei geometiischen Verwandtadiaften die Amljse 
hcrvoieCht welche ich als die wenn auch nui lelative Veiwirklichun^ det 
Leibnizschen Idee einei i>(.oinelnschen Analyse anzusehen geneigt bin Da«s 
dies nicht der Weg ibt nul w ekhem ich zu dieser Analyse gelangt bin bcd ii T 
wohl kium emei Eiw ihntns; 

\)ib Wc euthchc bei dl Icibmzsehcn Bezc chnur^sail ist dass ei 
Punkte wtlcbc ihici L\-,c naih unbel mnt odci verandeilich sind gleichtalls 
zu bezeichnen sich eiliubt \\ozu ei dann dei in dei Ugebid eingeführten Sitte 
.^cmass die letzten Buchstaben des \lphabcts wihlt wählend ei die ihiei 
Lage nach bekannten odu unvenndeihchen Punkte durch die ubiif,en Buch 
Silben mirkiit Diese Bezeichnung wendet ti dinn in dci \on ihm milge 
theiltcii Probe besondets auf die Kongruenz in indem tr ganz illgemtin zwei 
behebi^e Veieine \on entspn chenden Punkten konj,ruent setzt wenn ohne 
dass sich in irgend einem dei beiden \eieine die gegenseitij,c Ln.,,c der 
Punkte ändert beide ^um Decken gebiicht werden können so namhch dass 
jeder Punkt des einen Veiems den enispi eclienden des indem deckt wobei 
ei dann stets die entspi echenden Punkte auf die eiitspi eclienden Stellen der 
als kongruent bezeichneten Veieine setzt Diese einfache Betrachtungs und 
Bezcichnungsweise wiid ihm nun dei Kemi zu eimi Reihe höchst ubem 
sehender Resultate ja ei ist daduich m den bland gesetzt wiikhch auch schon 
in diesei Piobe nachzuweisen wie eine lein j,eomeliische Analyse mOgheh 
ist und zwar eine solche welcher alle laumhchen Beziehungen unteiworfen 

1 
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werden können. In der That sieht man sogleich , wenn man inil I.eibniz ti 
als Zeichen der Kongruenz wählt , und unter x einen seiner Lage nach ver- 
änderlichen Punkt, unter a, b und ■^ aber feste Punkte versteht, dass 

{'1) , . . , ax„ Sc 
eine Kugel (deren Mittelpunkt u und deren Halbmesser bc ist) und 

(2) -.■■... ax « bx 
eine Ebene (welche ab senki'echt hälftet) als geometrischen Ort des Punktes x 
liefert. Da nun aber durch Kugel und Ebene (ja schon durch die Kugel allein) 
sich alle Konstruktionen im Räume ausfuhren, und somit durch sie alle Arten 
räumlicher Abhängigkeit sich vermitteln lassen, so folgt, dass das erwähnte 
Princip ausreichen muss ^r jede räumliche Betrachtung. Ja es können diese 
beiden Ausdrücke (1) und (2) als Definitionen der Kugel und Ebene gefasst, 
und somit aul ihnen das ganze Gebäude der Geometrie selbständig aufgefülirt 
werden. Die Formel (2) kann als Ausdruck für den geomeli-ischen Ort der 
Mittelpunkte aller Kugeln , welche durch 2 feste Punkte a und b gehen , auf- 
gefasst werden. Eben so liefert die Formel 

(3) .... ax II bx H ex 
die gerade Linie, als geometrischen Ort der Mittelpunkte aller Kugeln, welche 
durch 3 feste Punkte a, b, c gehen Endlich erscheint ilie Kreislinie als 
Durchschnitt zweier Kugeln, also ist ihi Aufdruck 
ax flc 
bc hl 
oder zusammengezogen 

(4) ... abx u übt. 
Man sieht hieraus, wie sich alles auf den Ausdruck Tür die Kugel zur-ückführen 
tässt, und daher ein solcher 4ufbau det Geometrie auf jenem Fundamental- 
ausdruck (-1) vermöge dieser Emheit und Emfachheit des Princips von hoher 
wissenschaftlicher Bedeutung sem wurde Doch würfe es mich zu weit von 
dem vorgesteckten Ziele abführen wenn ich auch nur die Grundzüge einer 
solchen Konstruktion der Wissenschaft hier entwerfen wollte, wozu ja noth- 
wondig die Ableitung der erforderlichen Grundsätze und der Nachweis , dass 
sie für die Konstruktion der Wissenschaft hinreichen, gehören würde; und 
diese Untersuchung wird immer eine der schwierigsten bleiben. Dagegen will 
ich nun die Anwendbarkeit der Leibnizschen Bechnungsmelhode an der Lö- 
sung der beiden Fundamentalaufgaben der Geometrie prüfen, indem ich den 
Ausdruck einer durch 2 gegebene Punkte gehenden Geraden und den einer 
durch 3 gegebene Punkte gehenden Ebene suche. Soll zuerst der Ausdruck 
einer durch zwei Punkte a und & gehenden Geraden gefunden werden, so 
muss derselbe die Form des Ausdrucks (3) erhalten, in welchem statt a, b, c 
3 Hülfspunkte d, b' , c eingeführt werden müssen, die jedoch nicht in gerader 
Linie liegen dürfen. Man hat dann die Formeln ; 
; ax H b'x jt o'x, 
(5) .... I da H h'a » c'o, 
( ab fs b'b H c'b. 
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welche in ihrer Vereinigung die gerade Linie als geomelrischen Oi-l des Punk- 
tes X bestimmen. Man kann hier noch die beiden letzten Kongruenzreihen in 
Eine zusammenziehen 

aba' it abli ii abc'. 
Diese drückt dann aus, dass die Hülfspunkte d, h' , c in einer Kreishnie lie- 
gen, deren Ebene von «6 senkrecht in dem Mittelpunkte der Kreislinie getroffen 
wird. Ebenso verwickelt sind die Ausdrücke für eine durch 3 Punkte a, h, c, 
die nicht in gerader Linie liegen, gehende Ebene. Da dei' Ausdruck die Fomi 
(2) haben muss, so muss man 2 Hülfspunkte a' und 6' annehmen, und da a, 
b, c, X in der durch diese Hülfspunkte bestimmten Ebene liegen müssen, so 
hat man die 4 Formeln 

dx ti h'x 
da s b'a\ 
a'h « b'b\ 
de li b'c.) 
Die drei letzten Kongruenzrcilicn la.ssen sich in Eine zusammenziehen, näm- 
lich in 

nhcd ö abcb'. 
Somit hatte man 

.„, ( dx II b'x 

^ ^ ■ ■ * ' I abcd i; abcb' 
{von denen übrigens die lelzte aus dreien zusammengesetzt ist, und ausdrückt, 
dass d und 6' symmeti-isch gegen abc liegen) als Formeln für die durch die 3 
Punkte cf, h, c gehende Ebene. Wollte man diesen Systemen von Formeln (5) 
und [6) die erforderliche Einfachheit geben, so müsste man im Stande sein, 
die vvillkührlichen Hülfspunkte , welche mit der Natur der Aufgabe nichls zu 
ihnn haben, herauszuschaffen und das System von Formeln jedesmal in eine 
einzige zusammenzuziehen. Man sieht sogleich, dass dies nach der Leibniz- 
schen Bezeichnung, so weit er sie entwickelt hat, unmöglich ist. Eleibt man 
daher bei ihr stehen, so ist wohl leicht zu sehen, wie die Menge der Forraehi 
bei einei' einigermassen verwickelten Aufgabe bald ins Ungeheure wachsen 
muss, und wie man dabei eine Menge von Elementen mit in die Betrachtung 
hineinziehen muss, welche mit der ursprünglichen Aufgabe nichts zu schaffen 
haben. Man erkennt hier das Ungenügende dieser Charakteristik. Worin be- 
ruht dies? Zuerst offenbar darin, dass statt der einfachen Beziehung der 
Gleichheit, welche allein in mathemalischen Formeln heiTOrtreten darf, damit 
man überall substituiren kann, die Beziehung der Kongruenz eingeführt ist, 
Wohl gilt für diese Beziehung der Kongruenz das Gesetz, dass, was demselben 
dritten kongruent ist, es auch unter sich sei; aber kei- 
nesweges , dass man überhaupt in einer Kongruenzglei- 
chung statt jedes Ausdrucks den ihm kongruenten setzen 
könne. Es sei z. B. «c h bc und ein Punkt d Hege ausser- 
halb dos von c auf ab gefällten Lothes, so ist nickt 

accl H bcd, 
obgleich doch 
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SO dass man also in acd a acd nicht auf der einen Seile stellt ac das ihm kon- 
gruente bc setzen darf. Oder noch einfacher, da alle Punkte kongruent gind, 
so würde man, wenn man das Kongruente sich gegenseitig substituiren könnte, 
abc kongruent setzen können mit jedem Vereine von 3 behebigen andern 
Punkten, was ein Unsinn ist. Diese Möglichkeit der Substitution, weiche bei 
der obigen Bezeichnung abgeschnitten ist, müssen wir aber nothwendig bei 
jeder mathematischen Bezeichnung aufrecht erbalten, wenn sie zu fruchtreichen 
Ergebnissen führen soll. Daher haben wir zunächst die Bezeichnung zu 
ändern, und die wosenliiche Beziehung der Gleichheit einzuführen, indem wir 
nur das als schlechthin gleich setzen, was wir in jedem ürtheile gegenseitig 
subslituiren können. Wir fragen, wenn abc kongruent ist def, was ist dann 
das Gleiche zwischen beiden Vereinen von Punkten? Offenbai- muss dann 
irgend eine geometrische Funktion der 3 Punkte 0, b, c gleich der entspre- 
chenden Funktion dei' drei Punkte d, e, f gesetzt werden. Wir wollen diese 
Funktion vorläuGg mit dem Zeichen figura oder ßg. bezeichnen, und setzen statt 

abc 1} def 
jetzt 

fig. {a,b,c) =. fig. id,e,rj 
und ebenso 

fig. (ff, b) = fig. {d, e), 
wenn ab gleich lang ist mit de. Es kommt dann dai'auf an, die Form dieser 
Funktion zu finden, namentlich bei zwei Punkten also die Form der Funktion 
fig. {a, b). Denn die Gleichung 

fig. («, 6, 0) = fig. (4 ., /■) 
ist nur PL]ic Zusammenfassung der 3 Gleichungen 

fig. (o, 6) = fig. (d, e) 

fig. ((.,0) = fig. {../} 

fig. («, o) = flg. {f. d]. 
Erst wenn es uns gelingt, die Form dieser Funktion auszumitteln und die Ge- 
setze, ■welchen dieselbe unterliegt, sind wir im Stande vollkommen Ire! zu 
fiubstituiren. Um dazu zu gelangen , wollen wir zuerst die Leibnizsche Idee 
erweitem, indem wir sie auf andere Verwandtsi^haften übertragen. So könn- 
ten wir z. B. bei ithniidien Figuren sagen, ihre Gestalt sei gleich, und könn- 
ten- also statt 

abc -^ def 
schreiben 

form (ö, bfi) ■=T form fc^gfl. 
So könnten wir die Gleichheit des Flächenraums zwischen je 3 Punkten oder 
die Gleichheit des Körperraums zwischen je 4 Punkten oder auch die Affinität 
durch besondere Zeichen ausdrücken. 

Wir schreiten. indessen sogleich zu der allgemeinsten linearen Verwandt- 
sdijift, der Kollineation, und setzen für zwei kollineare Vereine 

a, b, c, d, e, f und a', b', c', d', e', f die Gleichung 
collin [a, h, c, d, e, f] = collin («', b% c'. d', c'. f). 
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Unter allen diesen Verwandtschaften erscheint nun cillerdings von einer 
gewissen Seite aus betrachtet die Kongiiienz als die einfachste, sofern sich hier 
alles auf Funktionen von zwei Punkten zurückführen lasst; und in derselben 
Beziehung erscheint die Kollineation als die verwickeltste, sofern hier 5 Punkte, 
von denen keine 4 in Einer Ebene liegen, mit beliebigen solchen 5 andern 
kolliuear verwandt gesetzt werden können ,- und erst lur den 6ten Punkt tritt 
eine Bestimmung ein von der Art, dass, wenn in dem einen System der 6te 
Punkt gegeben ist, dann der entsprechende 6te des andern Systemes be- 
stimmt ist. Die einfachste Funktion , auf die sich also bei der Kollineation im 
Baume alles zurückführen lässt, ist eine Funktion von 6 Punkten, und man 
sieht leicht ein , dass zwei Systeme von beliebig vielen Punkten dann und nur 
dann kollinear verwandt sein werden, wenn zwischen je 6 Punkten beider 
Systeme jene einfachste kollineare Beziehung statt findet. Während also die 
Kongruenz auf eine Funktion zweier Punkte zurUckführle , so führt die Kolli- 
nealion auf eine Funktion von 6 Punkten zurück. Sieht man hingegen auf die 
' Art , wie bei der Kongruenz der zweite und bei der Kollineation der 6te 
Punkt bedingt ist, so erscheint umgekehrt die Koihnealton als die einfachste 
Verwandtschaft. 

Denn wenn zwei Punkte eines Systems und von den ihnen entspre- 
chenden Punkten des kongruenten Systems nur der eine gegeben ist, so kann 
der andere dann willkührüch auf einer Kugelfläche liegen, welche den ersteren 
Punkt zum Mittelpunkte und die gegenseitige Entfernung der beiden Punkte 
des ersten Systems zum Halbmesser hat; die erste Bestimmung, welche hier 
eintritt, ist also eine parliefle, an den Begrifi" der Kugelfläche geknüpfte. Hin- 
gegen wenn 5 Punkte eines Systems , von denen keine 4 in Einer Ebene lie- 
gen, und 5 entsprechende Punkte eines kollinear verwandten Systems, von 
denen dann auch keine -4 in Einer Ebene liegen dürfen, gegeben sind, so ist 
zu jedem ölen Punkt des ersten Systems der entsprechende des andern voll- 
kommen bestimmt, und die erste Bestimmung also, welche bei der Kollineation 
hervortritt, ist eine vollkommene. Auch ist bekannt, dass die Art, wie der 6te 
Punkt des kollinear verwandten Systems von den gegebenen Punkten abhängt, 
nur durch Ebenen [ oder, wenn man will , durch gerade Linien ) vermittelt ist, 
während die Kongruenz durch Kugelflächen vermittelt war. Nun schliesst 
aber der Begriff der Kugelfläche den der Ebene ein, in sofern die letztere als 
Kugetfläche mit unendlich entferntem Mittelpunkte aufgefasst werden kann, 
hingegen nicht umgekehrt dieser jenen; denn es lässt .sich ein selbständiger 
' Theil der Geometrie ausbilden , in welchem der Begriff der Kugel auch nicht 
einmal der Anlage nach vorausgesetzt ist, wie dies von Grassmann in seiner 
Ausdehnungslehre nachgewiesen ist. Es erscheint also in Bezug auf die Art 
der Abhängigkeit — und auf diese kommt es bei der vorliegenden Unlei'su- 
chung- nur an — die Kollinealion als die einfachere Verwandtschaft. 

Daher gehe ich von dieser aus, betrachte jedoch zunächst nur koflineare 
Systeme in derselben Ebene. Da lassen sich dann zu 4 Punkten , von denen 
keine 3 in Einer geraden Linie liegen, beliebige i andere solche Punkte als 
entsprechende eines kollinear verwandten Systems setzen , abei' dann ist zu 
jedem Sien Punkte des einen Systems rler entsprechende des kollinear ver- 
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wandten Systems vollkommen bestiniint, und es fragt sich, welches die Art 
dieser Bestimmung ist. Um mich im Folgenden kürzer ausdrücken zu können, 
will ich sagen, die gerade Linie, welche durch 2 Punkte geht, sei aus diesen 
Punkten, und der Durchschnittspunkt zweier Geraden aus diesen Geraden durch 
lineale Konstruktion abgeleitet; und zwar die Gerade zwischen zwei Punkten 
a und b sei aus diesen Punkten , oder der Durchschnittspuukt zweier Geraden 
A und B sei aus diesen Geraden durch die entsprechende Konstruktion abge- 
leitet, wie die Gerade zwischen den beiden Punkten a' und h' aus diesen 
Punkten oder der Durchschnitlspunkt zweier Geraden Ä' und B' aus diesen 
Geraden abgeleitet ist. Wenn nun a, b, c, d. e und a', b', c', d', 4 entspre- 
chende Punlite zweier kollinearen ebenen Vereine sind, also 

collin {«, b, (!, d, e] = collin [d , h', c, d', e) 

ist, HO folgt aus dem Princip der Kollineation (s. Möbius baryc. Kalkül g. 21 7), 
dass, wenn e aus a, b, c, d durch lineale Konstruktionen sich ableiten lässt, 
dann e sich aus d, b', c', d durch die entsprechenden Konstruktionen ableiten 
lasse. Ferner ist bekannt (s. Mob. bar. Kalk. |. 205), dass, wenn von den 
Punkten a, b, c, d, welche in Einer Ebene liegen, keine 3 in gerader Linie 
liegen, jeder andere Punkt derselben Ebene sich durch lineale Konstruktionen 
entweder genau, oder so annähernd, als man will, ableiten lässt; also genügt 
das erwähnte Princip der linealen Konstruktion für die Auffassung der obigen 
Kollineationsgleichung. Man sieht also, dass die ganze Art, wie der 5te Punkt 
von den 4 übrigen abhängt, nur gegiündet ist auf jene einfachen Konstruktio- 
nen , und dass also , wenn man den fünften Punkt analytisch ausdrücken will 
durch die vier andern, man nur die Verbindungslinie zweier Punkte als Ver- 
knüpfung derselben und den Durchschnitt zweier Geraden als Verknüpfung 
dieser Geraden ausdrucken und die Gesetze dieser Verknüpfimgen aufstellen 
muss. Hierbei ist jedoch zu bemerken, dass weder die Punkte an sich, noch 
die unendlichen Linien können als Grössen aufgefasst werden , indem zu der 
Grösse wesentlich gehört ein der Vergrösserung und Verkleinerung fähiger 
Masswerth (metrischer Wertb), Sollen es daher räumliche Grössen sein, 
welche der Veiknüpfung unterworfen werden, so muss man an ihnen ein 
Zwiefaches unterscheiden, nämlich einerseits ihre Lage im Baume und anderer- 
seits ihren Masswerth , weldier auch möglicher Weise eine blosse Zahlgrosse 
sein kann ; und zwei räumliche Grössen wird man nur dann einander gleich 
setzen können, wenn sowohl die Lage im Räume, welche an ihr haftet, als 
auch ihr Masswerth gleich ist. So z. B. stellt der Punkt als solcher nur einen 
Ort im Haume dar, der Pimkt aber, der mit einem bestimmten Zahlkoefßcienten 
behaftet ist, erscheint als räumliche Grösse. Dieser ZahlkoefBcient kann eins 
sein, dann erscheint also der Punkt selbst auch als Grösse, aber nur in sofern 
an ihm der Zahlkoefiicient 1 als besonderer Werth eines der Veränderung 
fähigen Zahlkoefßcienten aufgefasst wird; dadurch erscheint dann auch der 
Punkt als der Vergrösserung und Verkleinerung fähig, also als Grösse. So 
erscheint, um ein anderes Beispiel zu geben, ein begränztes Sluek einer geraden 
Linie als räumliche Grösse, indem die Linie (als unendliche) die Lage im 
Baume darstellt, ihre Länge aber den Masswerth. Wenn der Masswerth einer 
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Grösse null wird, so verschwindet die Giosse und sip muis also selbst danti 
gleich null gesetzt werden. Ich «ill nun «olche mil beslimmten Massvseithen 
versehene Punkte und Gerade kuizwes; Punkt^rosieu und Liniena;rossen 
nennen, und will unter der Konibimtion üh zweiei Punkt^i oisen a und 6 d h 
zweier Punkte mit zugehörigen Koi.fficienten eine Lmiengrosie vei^tehen 
deren Linie durch die beiden zu « und 6 gehoiigen Punkte ^eht und deieu 
Masswerth späterhin noch festgesetzt meiden soll und ebenso untei dei Korn 
bination AB zweier LiniengrÖssen 4 und 5 (d h zweier hegianztei geiadei 
Linien) eine PunktgrÖsse, deren Punkt dir Durclischnillspunkt dei zu A und B 
gehörigen geraden Linien ist, und deien koefficient spiteihin bestimmt neiden 
soll. Zunächst will ich nur noch die Voi aussetzun.» hinzufugen daas das Ei 
gebniss dieser Verknüpfung stets einen bestimmten Werlli haben »ioll um 
daraus die Fälle zu entwickeln in denen det Massweith der durth die Ver 
knüpfung gewonnenen Glossen null wiid Zuei'ft betrichte ich die kombination 
zweier Punktgrössen. Fallen die Punkte beidei zusammen so ist die gerade 
Linie ihrer Kombination unbestimmt dns Li^ebniss dei \ erknupfung wurde 
also wider die Voraussetzung unbestimmt ■-ein wenn man nicht annähme dass 
dann der Masswerlli null werde 4ko wenn die obige Votaussetzung bestehen 
bleiben soll, so müssen wir die Rombmation zweiei Punktgrossen null setzen 
wenn ihre Punkte zusammenfallen und ms demselben Gtunde die zweier Ii 
niengrössen null setzen, wenn die zugehörigen Linien zusammenfallen Femei 
wenn von den beiden Punktgrössen die eine gleich mdl nt so kann ihi Punkt 
jede beliebige Lage haben; also ist dann auch die Linie ihier Kombination mit 
der andern PunktgrÖsse unbestimmt soll also die Votaussetzung aufrecht 
erhalten werden, so muss auch in diesem Fille die Kombimtion null gesetzt 
werden. Und aus demselben Grunde wird auch die Kombination zweier Li 
niengrössen null gesetzt werden müssen wenn eine dei selben null ist Da 
nun aber auch in keinem andei n Falle ils den erwähnten die t aumliche Lage 
des Ergebnisses unbestimmt ist so können v.ii auch festsetzen dass m keinem 
andern Falle das Ergebniss null sein solle So gelangen wir zu det vorlau 
figen Definition : o Zwei Punktgrössen oder xtoet Ltniengrossen geben kombmtrl 
dann und nur dann null, ucnn entitedn eme derselben mdl ist odei beule 
dieselbe Lage haben.» 

Durch diese Bezeichnungsweise ist man nun 
im Stande, jede lineale Abhängigkeit in Form einer 
Gleichung darzustellen, deren eine Seile null ist, 
während die andere keine andern Verknüpfungen 
in sich schlicsst als die oben bozoichnetcn , z. B. 
bedeutet 

ab ^ 0, 

dass die Punkte a und b zusammenfallen, ferner 
{ab] (cd) e = 0, 
dass e der Durchschnittspunkt der beiden Geraden 
ab und cd ist. Denn («6) {cd) drückt den Durch- 
schnittspunkt der Linien ab und cd aus, und die' 
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Gleichung (ab) (cd) e = drückt aus, dass e mit diesem Punkte zusammen- 
Mit. Auch kann mau in solchen Gleichungen statt jeder PunktgrÖsse oder 
LiniengrÖsse , die nicht null ist, eine andere solche von gleicher Lage, d. h. 
welche mit ihr kombinirt null giebl, substituiren. Auch ist klar, dass man das 
Princip der Kollineatio» jetzt auch vermittelst des Begiiffs dieser Kombinations- 
gleichungen so aussprechen kann , dass jede Kombiuationsgleichung zwischen 
den Punkten eines Systems auch auf gleiche Weise zwischen den entsprechen- 
den Punkten des kollinearen Systems stall finde. Es bleibt noch die Kombi- 
nation einer PunktgrÖsse mit einer LiniengrÖsse zu betrachten übrig; für diese 
haben wir dem Früheren analog nur festzusetzen, dass sie dann, aber auch 
nur dann null werde, wenn entweder eins der Verknüpfungsglieder null ist, 
oder der Punkt in der Geraden liegt. Wie fruchtbar schon diese einfache Idee 
ist, und zu welchen unerwarteten Aufschlüssen über die Natur der Kurven sie 
führt , hat Grassmann in seiner Abhandlung über diesen Gegenstand in Crelle's 
Journal f. d. Math. Band 31 gezeigt. Auch ist man dadurch schon im Stande 
eine Gleichung aufzustellen zwischen 10 Punkten der Ebene, von denen fünf 
den fünf übi-igen kollinear entsprechen sollen; denn man hat nur nölhig die 
bekannte Konstruktion des fünften entsprechenden Punktes vermittelst des Li- 
neals in die eingeführte Bezeichnungsweise umzusetzen, um zu dieser Glei- 
chung zu gelangen. Doch würde dieselbe in sehr kompHcirter Gestalt erschei- 
nen und keinesweges geeignet sein, um das Wesen der Koliineation unmittelbar 
darzustellen. Um zu einer solchen Gleichung, die dies in der That leistet, zu 
gelangen , müssen wir den Begriff der Kombination dadurch erweitern , dass 
wir auch auf die Masswerthe Rücksicht nehmen. Hierbei kann uns die Ana- 
logie mit der Multiphkation , welche hier so^eich in die Augen springt, leiten. 
Diese Analogie zwischen der Multiplikation und der Kombination der Punkt- 
grössen und Liniengrössen zeigt sich nach dem bisher bemerkten besonders 
darin, dass, wenn eins der Verknüpfungsglieder bei der Kombination nttll ist, 
auch das Ergebniss derselben null ist, und dass, wenn das Ergebniss null isl, 
es auch null bleibt, wenn man die Masswerthe derjenigen Verkuüpfungsglieder, 
die nicht null sind, in beliebigem Verhältnisse wachsen oder abnehmen lässt. 
Wir dehnen daher diese Analogie noch weiter aus, indem wir, wenn a und ß 
Zahlgrössen, A und B PunktgrÖssen oder Liniengrössen sind, [kA] [ßB) =^ 
aß [AB] setzen. Sind also z. B. A und B Punkte, so ist die Kombination der 
PunktgrÖssen gleich der- mit dem Produkte der KoefScienten multiplicirten 
Kombination der Punkte. Die wesentliche Bedeutung der Multiplikation liegt 
(siehe Grassmanns Ausdehnungslehre §.10) in ihrer Beziehung zur Addition, 
dass man nämlich, statt eine Summe zu multipliciren, ohne Aenderung des Er- 
gebnisses auch ihre Stücke einzeln auf gleiche Weise multipliciren und diese 
Produkte addiren könne. Wir haben daher zu versuchen , ob wir nicht den 
Begriff der Addition der PunktgrÖssen und der Liniengrössen, so wie auch die 
Bestimmung der Masswerthe der jetzt als Produkte aufgefassten Kombinationen, 
in der" Art zu vollziehen vermögen, dass jene Beziehung der Multiplikation zur 
Addition und Subtraktion ihre Geltung behalte. Wir nehmen an, die Summe 
zweier PunktgrÖssen sei wieder eine PunktgrÖsse, und betrachten zuerst die 
Summe zweier Punkte a + h. Da nach dem Begriffe jeder Summe a -j- 6 = 
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li + a bLui und die buiiime eine bestimmte Grosse sein miiss, so etgu^bt 
sich d isf dei Summenpunkt gegen o und b gleiche Lage haben und seiner 
La^e nach bestimmt sein muss. also dass sein Ort nur die Mitte zwischen a 
und b sein kann Es sei s die Mitte zwischen a und b. und cc der Koefficient 
dei Summe also 

(1\ , ^ a + b 

Süll nun du innltiplil ili\ Bezi'hun_, ^eJti n so muss 

ü^ss = sa + sh 
sein; also da ss null ist {als Kombination zusammenfallender Punkte), so hat mau 

= sa + s& oder sa ^ — sb, 
d. h, sa und sb ( was zwei gleich lange aber entgegengesetzt gerich"tete Strecken 
sind) müssen für die in Rede stehende Analyse als gleiche aber entgegenge- 
setzte Grössen aufgefasst werden. Femer durch Multiplikation mit a hat man 

xas ^^ aa + ab = ab, 
da aa null ist. Nun ist ab doppelt so lang als os und gleichgerichtet mit as 
Bezeichne ich das Doppelte von as, wenn es in derselben Linie nach gleicher 
Richtung- liegt, mit 2as, so ist also ab = 2as, mithin 

xas =-- 2as, 
also ic ^= 2 und somit 

(8) . . . « + 6 = 2s, 
d. h. die Summe zweier Punkte ist ihre Mitte mit dem Koeffieienten 2. Be- 
trachte ich nun irgend einen Punkt r , so muss , wenn die Beziehung der Mul- 
tiplikation zur Addition allgemein, gelten soll, 

[9) . . . ra + rb — r{a + bj='irs 
sein. Daraus folgt sogleich, dass die Summe von ra und 
rh die Diagonale rd des Parallelogramms arbd ist mid 
dass, wenn ra undrft dieselbe Richtung haben die Summt 
so gross ist als beide Stücke zusammengenommen diss 
also dann die Summe dieselbe ist als w enn man beide 
Strecken wie ZahlgrÖssen addiite Namentlich ist wenn ' 
ff, b, c Punkte derselben geraden Lmie sind allemal ab + bc = ao Hierius to!_,t 
dann auch, dass oab, wo a eme Zahl ist als eine Lmiengio&se aufzuhssen ist 
welche dieselbe Lage hat, aber c mal grosser ist als ab und dass also die 
Strecke ab genau den Massweith dei Kombination ab darstellt wählend die 
Linie ab als unendliche ihre Lage daistcllt Nun lisst sich auch die Summe 
aa -\- ßb, wo a und ß Zahlen a und b Punkte sm 1 leicht ausmitt In \\enn 
a -\- ß nicht null ist. Nämlich es «ei 

aa + ßb = xs, 
so muss Tür jeden Punkt r 

r {aa + ßb) = xrs d. h. 

(10) .... ara + ßrb = xrs 

sein, also namentlich auch wenn r in s fällt, also rs null ist. Dann hat man 

(11) .... asa + ßsb = 

2' 
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■ d. h. s ist dei' Schwerpunkt zwischen den Punkten a und 6 , weini diesen Ge- 
wichte beigelegt sind, die den Zahlen a und ß proportional sind. Ferner fällt 
in der Gieichnng (10) r in a, d. h. wird ra null, so hat man 

ßab = xas, 
und wenn in i'iO) r gleich b, also rb null wird, 

aha ^= xbs. 
Also die zweite Gleichung subtrahirt von der ersteren 
ßab — aba =^ x [as — bs) 
oLler da — ha ^^ ab , — 6s =^ sb und ns + s/> = <ib ist, 

{,'} + „)«(, -..n,b. 
also X .^^ ß 4- ß , also 

(12) . . . aa^ ßh^{a^ ß] ,v. 
Also die Summe zweier Punktgrössen , deren Koeflicientensumme nicht null 
ist, ist der Schwerpunkt mit einem Koefßcienten , der die Summe jener Koeffi- 
cienten ist. Wie man nun diese Verknüpfung der Punkte oder Punktgrössen, 
die wir hier als Addition bezeichnet haben, in der Thal als solche nachweisen 
kann, wie daraus eine entsprechende Subtraktion sich entwickelt, wie als die 
Differenz zweier Punkte eine Strecke von konstanter Richtung und Länge er- 
scheint^), wie daraus eine Addition und Subtraktion solcher Strecken hervor- 
geht, alles das kann hier nicht der Betrachtung unterworfen werden, da dies 
schon aus den Werken und Abhandlungen von Möbius und Grassraann als 
bekannt vorausgesetzt werden darf, und jetzt schon klar zu Tage liegt, wie 
man auf dem hier eingeschlagenen Wege weiter fortschi-eiten kann , um auch 
zu diesen Verfahrungsarten und Gesetzen zu gelangen. Doch werde ich wei- 
ter unten diese Gesetze wenigstens für Punkte und deren Vielfache entwickeln. 
Aus eben dem Grunde kann ich hier nicht darauf eingehen, zu zeigen, wie die 
hier als Kombination bezeichnete Verknüpfung mit der algebraischen Multipli- 
kation unier einen Begriff zusammengefasst werden kann, wobei ich für die 
erstere den Namen der äusseren oder kombinatorischen Multiplikation beibe- 
halte, wie ferner sich hieraus eine Multiplikation der Strecken (als Linien von 
konstanter Richtung und Länge) und der Punktgrössen mit den Strecken ent- 
wickelt, wie ferner die Liniengrössen unter sieh und mit Punktgrössen kombi- 
natorisch multiplicirt werden können und daraus wieder entsprechende Gesetze 
für die Multiplikation von Flächenräumen unter sich und mit Strecken hervor- 
gehen. !n Bezug auf alles dies muss ich auf Grassmanns Ausdehnungslehre 
verweisen. Daher schreite ich, nachdem ich noch die Anwendung auf die Kol- 
lineation gegeben, zu der Entwickelung der wirklich neuen Rechnungsmethoden, 

1) Um Missverstandnissen vorzubeugen, will ich hier noch hemerken, dass die Li- 
niengrösse ab und die Strecke 6 — « hiernach zwar eine verwandte , alier doch eine 
wesentlich verschiedenfe Bedeutung haben , insofern die Gleichung & — a ^^^= d — c nur 
ausdrUcltt, dass die von a nach 6 gezogene Linie gleich lang uud gleichgerichtet ist mil 
der von c nacli d gezogeoen, wohingegen die Gleicliung ab = cd nicht nur dies aus- 
drückt, sondern zugleich, dass «6 und cd Theile einer und derselben uneiidlicJien geraden 
Linie sind. 
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wobei ich aber die in den aiigefülirten Schriften gewonnenen Ergebnisse vor- 
aussetzen muss. Wir suchten oben die Form der Kollinear -Funktion. Nun 
ergiebt sich, wenn 

collin (ß, b, c, d, c) = collin (c/, b', c', d' , e] 
gesetzt ist und unter abc der Inhalt des Dreiecks, dessen Ecken «, b und c 
sind, verstanden ist, und zwar als positiv genommen, wenn c von ab aus nach 
links liegt, dass dann (Äusdehnungslehre §. 165) 

eab ebc e'a'b' e'bc 

dab ' dbc d'db' ' d'b'c 

ist. Doch ist durch Eine solche Beziehung der Punkt e' noch nicht durch die 

übrigen bestimmt, also die kolhueare Beziehung nicht vollständig ausgedrückt; 

wohl aber genügen zwei solche Beziehungen, also 

/eab ebc eca\ /edb' e'b'c e'cV \ 

\dah ' dbc ' dcaj Kd'db' ' d'b'c ' d'c'd J' 

wo die Klammer auf beiden Seiten die Gleichheit je zweier entspi-echender 

durch das Zeichen : gegliederter Verhältnisse ausdrücken soll , und wir 

können also. 

(eab ebc eca \ 
dab ' dbc ' dca ) 
als die gesuchte Kollinear -Funktion für die Ebene ansehen. Füi' den Kaum 
würde man übrigens , wenn unter abcd der Inhalt des Tetraeders vei-slanden 
ist, dessen Ecken a, b, c, d sind, aus 

collin [a, h, c. d, e. f) = collin («', b', c', d' , e , f] 
erhalten : 

(fabc fbcd fcda fdab\ 
eabc ' ebcd ' ecda ' edab J 
gleich dem enl'-jjicchenden \usdiuck m a b c I / wcun dann die 
Gleichheit dreiei > trh iltnis^e ausgediuekt hegt und dti Äusdiiick (14) würde 
selbst die KoJIineii Funktion fui den Baum daisteilen 

Die Ableitung dei neuen Reehnungsmelhode knupfo ich nun wieder fin 
Leibnizens Idee an uidem ich von dei mch dei einen Seile hm tjnfachsten 
Verwandtschaft der Kollineation »iogleich zu dei mch dei andein Seite hin 
einfachsten, dei kongiucnz schreitt, \on welchei Leibmz uispiunglich ausge- 
gangen war; und duich die bisher aus dei Kolhu(ation abgeleiteten oder viel- 
mehr als ableitbir nachgewiesenen und nun als bekinnt voi ausgesetzten Vei^- 
knüpfungen , wird cj nun möglich auch die Kongi uenz auf enisprechendo 
Weise zu behandeln 4us den bishei hetnchtelen \ ei knupfungsweisen nämlich 
lässt sich das Piincip der Kongruenz nicht ableiten da sich jene nui auf das 
Ziehen von geraden Linien oder das Hindurchlegen von Ebenen durch gegebene 
Punkte beziehen, aber nicht die Natur des Kreises oder der Kugel mit in sich 
aufnehmen, wie dies bei der Kongruenz der Fall ist. Da sich auch der bisher 
erschienene Theii von Grassmanns Äusdehnungslehre nur auf solche VerknÜ- 
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pfungsweisen erstreckt, welche bloss von den Begriffen der geraden Linie und der 
Ebene abliängen, so werden wir auch in dtesena Werke, mit Ausnahme einiger 
Andeutungen in der Vorrede desselben , keine Entwickelungeri mehr vorfinden, 
welche den im Folgenden darzulegenden VerknUpfungsweisen zur Seite gehen. 
Deshalb werde ich von nun an, um an Schärfe nichts vermissen zu lassen, den 
Weg wählen , dass ich jedesmal nach Ableitung eines Begriffes diesen Begriff 
in Form einer Definition noch einmal hinstelle, und die Gesetze, welche daraus 
entspringen, ohne irgend einen bei der Ableitung des Begriffes vorläufig ange- 
wandten Satz vorauszusetzen, in streng mathematischer Form entwickeln. 

Der einfachste Kongruenzfall, auf den sich jeder andere zurückführen 
liess, war der, dass zwei gleich lange gerade Linien als kongruent gesetzt 
wurden, also 

(15)' .... flg. («, b) ^ flg. (c, d], 
wenn der Linientheil ab gleich lang war mit dem Linientheile ed.- Nun haben 
wir oben gleiche Liniengrössen und gleiche Strecken kennen gelernt. Die Li- 
niengrössen ab und cd wurden dann , aber auch nur dann einander gleich ge- 
setzt, wenn beide in derselben geraden Linie liegen und gleiche (nicht ent- 
gegengesetzte) Richtung vom Anfangspunkt zum Endpunkt hin gerechnet und 
gleiche Länge halten. Die Strecke hingegen haben wir als Differenz zweier 
Punkte auffassen, und a — b und c — d dann, aber auch nur dann gleich- 
setzen müssen, wenn beide Strecken (die von b nach a und die von d nach c) 
gleiche Richtung und Lange hatten. Daraus folgt, dass, wenn zwei begranzte 
Gerade, z. B. die von a nach 6 und die von c nach d als Liniengrössen gleich 
sind, d. h. ab ^ cd ist, sie auch als Strecken gleich sein müssen, also b — a 
gleich d — c sein müsse, aber nicht umgekehrt, indem, wenn b — a gleich 
d — c ist, nur dann auch ab gleich cd sein wird , wenn a, b, c, d in derselben 
Geraden liegen. Femer folgt, dass, wenn jene begränzten Linien als Strecken 
gleich waren, also b — a gleich d — c war, sie auch kongruent oder gleich 
lang sein wei'den, aber nicht umgekehrt, indemaus der gleichen Länge nur 
dann die Gleichheit der Strecken folgt, wenn ihre Richtung als gleich ange- 
nommen wird. Die Kongi-uenz schliesst sich also zunächst an die Gleichheit 
der Strecken an, und wir werden, da jedesmal, wenn 

a — 6 = c — d 
ist, auch 

fig. (a, b) = fig. (c, d) 
ist, fig. [a, b), was die Länge der von a nach b gezogenen gci'aden Linie vor- 
stellt, als Funktion von « — b betrachten und daher, wenn / das Zeichen dieser 
Funktion ist, statt fig. {a,b) schreiben können f {a — b) und also statt der 
Gleichung ('15) die Gleichung 

(16) .... f {a- b) ^ f {c — d] 
erhalten. Dadurch haben wir den Vortheil, die Länge als Funktion einer ein- 
zigen Grösse aufgefasst zu haben. Wir haben nun dieser Funktion eine solche 
Form zu geben , dass die Gleichung (16) allemal dann , aber auch nur dann 
richtig ist, wenn a — b und c — d gleich lang sind. Um eine solche Funktion 
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zu finden, nehmen wir zuei'st an, alle zu betrachtenden Grössen seien in der- 
selben Geraden. Hier können zwei gleich lange Linientheile nur entweder 
gleiche oder entgegengesetzte Richtung haben. Im ersteren Falle sind sie als 
Strecken gleich, im letztem ist die eine Strecke das Negative der andern. Be- 
deutet also p eine Strecke, so ist f gleich lang mit ( — p)-; aber ausser diesen 
beiden;» und {— p) giebl es auch in derselben geraden Linie keine mit p 
gleich lange Strecke. Es würde also hier nur folgen, dass/"(p) eine solche 
Form haben muss, Aass f [p) = f [ — p] sei. Könnte man die Strecken inner- 
halb einer Geraden wie Zahlen behandeln, so würde p^ eine solche Funktion 
und zwar die einfachste sein, welche dieser Bedingung genügte. Wir haben 
also zunächst nur zu untersuchen, ob und wie weit die Gesetze der Zahlenver- 
knüpfungen sich auf Strecken derselben Geraden anwenden lassen, oder über- 
haupt ob sie sich auf Grössen anwenden lassen, welche, wie die Strecken der- 
selben geraden Linie , einer Reihe von Zahlgrössen proportional gesetzt 
werden können. Ich setze nämlich eine Reihe lon läimlichen Grössen 4 
B, . . . . proportional einet Reihe lon Zahlgrossen a ß uenn es ngend eme 

räumliche Grosse M (die nuJit null ist) \ on der Art gieht dastt A ^ aM 

B^ ßM^), u. s. w ist und nenne m diesem Falle ^ene räumlichen Gios'^en 

unter sich gleichartig; wenn femei zwei Reihen räumliche) Glossen aet selben 
Reihe von Zahlgrössen p> oporlional sind so nenne ich ste selbst emandei jjjo 
portional^).i} Daraus folgt sogleich idass nenn eme Rcjke taumhcher Giosaen 
A, B, . , . . einer Zahlreihe a ß proportional ist und diese nieder einei 

andern Zahlreihe proportional tst auch die Reihe räumlicher Grossen dei letz- 
ten Zahlreihe proportional sei ^) denn jede mit dei Zdhheihe o ß pio 
portionale Zahlreihe wird m dei Foim p« p/3 dargestellt weiden konn n 
wo Q jede beliebige Zahl-,i Ciso die nicht null ist '^em kmn «ct^t n ■xh nun 

M 
M =:— , m\s.tA=-oQM B = jtQM w •■ v, d h 4 5 \eihaltot 

sich auch wie op : /?p d h wie jede mit a ß pioptilnnilo 

Zahlreihe. Hat man nun eine algebrusche Gleichung in welcher die Zahl 
grossen a, ß, . . . . vorl ominen und welche \on der Ait sind dais sie auch 
bestehen bleibt, wenn man statt dei Zahlreihe a ß eine ihr pi opoi tionale 

Zahlreihe set^t, so wird min die Gleichung auch dann noch als iichtig setzen 
können, wenn man dei Zahheihe a ß eine ihr propoitionale Reihe von 

räumlichen Grössen A, B substitunf indem min dann eben nur lestzu 

setzen hätte, dass diese letzteie Gleichung keine andeie Betleutung haben soll 
als die erstere. Nun wud eine solche Gkiohung \\ wn sie \orauisetzen 
die Form haben 

[\1) . . - . F \{ ■> = J r > 

i ) Weon ich eine Grösse als Produkt einer Zahlgrossc n lu eme räumliche Grösse A 
bezeichne, so soll darin ausgedruckt sein, dass /Ur diese Multiplitanon die Gesetze der 
MuIfipJikatJon und Division mit Zahlen gelten, namenlhcli dass ß[tiA) ^r= {ßa]A und 



p (lehraui h f,(>)iirfi 



2) Erklärung 1 

3) S-nfz i. 
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WO die Zeichen F und F' algebraische und homogene Funktionen gleichen 
Grades darstellen, d.h. zwei Funktionen, deren Gheder alle von der Form 
Xci" ß" . . . . sind und alle dieselbe Exponentensumme a + B + . . . . haben, 
während X eine beliebige ZahlgrÖsse ist. Ist in der That a + 6 + . . , . =^ ar, 
und man set^l statt «,/>',.,. die proportionale Zahlreihe p«, p/?, . . . . , wo p 

eine Zahl, die nicht null ist, vorstellt, so wird dann F {^a, ()ß ) gleich 

p" /■ (a, /?....) und F' (pcf, Qß -...) = (j^ F' [o, ß ), also noch 

(18)- .... F[im,^ß.. .) ^ F'{(>a,i>ß....). 

Setze ich nun in der Gleichung (17) statt der Zahlreihe a, ß, .- . . . die 
proportionale Reihe von Raumgrössen A, £ , . . . ., so will ich die so hervor- 
gehende Gleichung 

F{A,B....) = F' [A,B ....) 
auch noch eine homogene algebraische Gleichung der räumlichen Grössen 
A, B, . . . . nennen und gelange dann zu der folgenden Erklärung: 

« Ich setze eine homogene algebraische Gleichung räumlicher Grössen, loelche 
gldcharlig, d. h. einer Reihe von Zahlgrössen proportional sind, dann und nur 
dann als iichhg uenn dte Gleichung, welche dadurch hervorgeht, dassman stall 
der ravmhchen Grossen die ihnen proportionalen Zahlgrossen setzt, eine rich- 
tige ist, und von den so hervorgehenden Verknüpfungen der räumlichen Grössen 
sage ich dflss sie den algebraischen der Zahlgrössen entsprechen ').» 

Hieraus folgt der Salz: «dass für gleichartige Raumgrössen alle algebrai- 
schen Vej knüpf ungsgchetze gelten, welche sieh durch homogene Gleichungen jener ' 
Raumgrössen darstellen lassen, imd dass jede homogene Gleichung zvnschen 
gleichartigst Raumgrössen auch für die ihnen proportionalen BaumgrÖssm gilt''). » 

Ich habe diesen Satz, den ich hier nur für Strecken innerhalb derselben 
geraden Linie anzuwenden brauche, daram so allgemein gefasst, weil er für 
die Ueherlragung algebraischer Verknüpfungen auf räumliche Grössen über- 
haupt von Wichtigkeit ist. Gehe ich nun auf die Gleichung 

f \P) ="--([— P] 
zurück, so leuchtet ein, dass dieser am einfachsten genügt wird, wenn f {p)=p" 
gesetzt wird, da ja P" = [ — pf ist, auch wenn p eine Strecke vorstellt. Denn 
da sich p zu — p wie die Zahlen 1 : { — \) verhalten (Erklärung 1 ), so ist 
ji^ nach Erklärung 2 gleich [ — pf zu setzen, wenn 1^ ;= ( — 1 j"'' ist, was der 
Fall ist. Wir können daher den Versuch machen, auch allgemein, wenn p und 
q gleich lange Strecken sind , das Quadrat von p gleich dem von q zu setzen. 
Doch bleibt dann noch zweifelhaft, ob wir dies Quadrat als dem arithmetischen 
durchaus entsprechend ansehen können, ja ob überhaupt für die Multiplikation, 
durch welche die beiden gleichen Faktftreij, dieses Quadrats verknüpft sind, 
noch irgend ein Multiplikationsgesetz gilt, sobald man es mit Quadraten anders 
gerichteter Strecken vergleicht , d. h, ob wir eine natui^emässe Hypothese ge- 
macht haben, indem wir jene Funktion f [p] allgemein als Quadrat von p 
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setzten. Jedenfalls müssen wir wenigstens vorläufig die Multiplikation, fiii- die 
wir jene Il.j'polhese machten, mit einem besonderen Namen bezeichnen. Wir 
nennen sie innere Multiplikation , und das innere Produkt zweier gleicher Stre- 
cken das innere Quadrat dieser Strecke. Somit gelangen wir durch Kombina- 
tion mit der Erklärung 2 zu folgender Erklärung ^): « Unter inneren Produkten 
je zweier paralleler Strecken verstAe ich solche Grössen, welche dmi Zahlen 
proportional gesetzt werden, die hervorgehen, wenn man die beiden parallelen 
Strecken eines jeden inneren Produktes durch dasselbe Mass missl, und die 
Quotienten dieser beiden Messungen unter sich multiplicirt, alle Masse aber 
gleich lang annimmt. Das innere Produkt zweier Strecken sei mit a X b be- 
zeichnet, das innere Quadrat ax.a mit a'.n 
So z. B. sind (s, Fig.) a X b und c X d pro- 
portional den Zahlen, welche hervorgehen, wenn 
man a und b durch r^, c und d durch r^ misst, 
wo r^ und r^ gleich lang sind und r^ mit a und 
b, r^ mit c und d parallel ist. Aus der Erklä- 
rung folgt sogleich , dass a x b ■-= b x a und 
ax{b+c)z=ax:h + axc ist, wenn a, 
b, c parallele Strecken sind, in welchen Füllen 
ja auch die Gleichungen dieselbe Bedeutung ha- 
ben, wie die in Erklärung 2 definirten. Es kommt 
nun darauf an, das innere Produktzweier ungleich- 
laufender Strecken zu finden. Zu dem Begriffe 
desselben wird man gelangen , wenn man ver- 
sucht, die allgemeine Beziehung der Multiplikation zur Addition festzuhalten, 
und auch die Faktoren vertauscJhbar zu setzen, damit die innere Multiplikation 
ungleichlaufender Strecken mit der gleichlaufender unter einen gemeinschaft- 
lichen Begriff falle. Mache ich vorläufig, um zu dem Begriffe dieses Produktes 
zu gelangen, diese beiden Voraussetzungen, so folgt, dass 

{a + b) X {a + b) ~ a X a ■{■ b X b -\- b X a + a X b, 
also 

(20) .... {a + bf ^ a- -h %a xb + b"- 

Die Strecke erschien als Differenz zweierPunktc, ^ "' 

ist also (s.-Fig. \] a = B — A, b = C — B. i 

so ist a -I- 6 = ff — i + C — B = C — A; 

sind daher a und b rechtwinklig gegeneinander, 1 

so ist a -|- 6 die Hypotenuse eines reehtwinkli- i 

gen Dreiecks, worin a und b die Katheten sind, 

also ist , 

[U] .... [a + bf'^ d' + b-" 

Vergleichen wir diese Gleichung mit der obi- 
gen [20), so folgt 2a X 6 = 0, also auch ^ 
o X 6 ^ 0, d. h. das innere Produkt zweier 
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gegeneinander senkrechter Strecken iiinss null 
gesetzt werden. Hieraus nun lässt sich der Be- 
griff des inneren Produktes zweierbeliebiger Stre- 
cken o und 6 ableiten. Es sei (s. Fig. 2) a 
= ^ — E,h~ B ~ E. Man falle von B das 
Loth äxxi EA, der Fusspunkt desselben sei C, 
soist R ~ E = B — C + C -— E. Also ist 
mG\i axh — {A — E)x{B — E] = {A—E)x 
B—C+ C~E) =[A — E) X [B—G) + 
A — E) x[C — E). Das erste dieser beiden 
zuletzt gewonnenen Piodukte ist null, weil A — E 
senkrecht gegen B ^-C ist, also isi axh =^ 
a X [C — E); C — E aber ist die senkrechte. 
Projektion von b auf a. Daraus folgt die Er- 
klärung '-] : 

« Unter dem inneren Produkte a X b zweier nicht paralleler Strecken a 
und b soll das innere Produkt der ersten a in die senkreckte Projektion der 
.zweiten auf die erste verslanden sein. » 

Von dieser Erklärung aus werde ich nun die Gesetze der inneren Multi- 
plikation zu entwickeln haben, ohne die bei der Ableitung des Begriffs zu Hülfe 
genommenen Sätze voraussetzen zu dürfen^), und zwar erstens: 

«öle beiden Faktoren eines inn&ren Produktes zweier Strecken kann man 
js ohne Werlhänderung des Produktes vertauschen, 

d, h. axh = b X a^).» 

Denn wenn a = A — E {s. Fig.), 6 := 
B — E, C der Fusspunkt des von Ä auf Afi", und 
D der Fusspunkt des von A auf BE gelallten 
Lothes ist, so ist « X 6 ■= (/l — £) X ( C—E), 
bxa ^ {B — E)X{J)—E), Vermöge der 
Aehnlichkeit der Dreiecke ADE und BCE folgt 
nun , dass die Lange von AE zu der von ßE 
sich verhält, wie die Länge von BE zu der von 
— ^ ^ jI CE, also auch das Produkt der Längen von AE 
und GE gleich ist dem Produkte der Längen 
von DE und BE, also auch, wenn man A — E und C — E durch ein Mass der 
Linie EA und D ~ E und B ~ PJ durch ein eben so langes Mass der Linie EB 




i ) Erkldru ig i 

2] Es ist überaub wichl g die nun folgende inathemuhschp BeNveisflthtung von der 
bisher versuchten fmehi philosophischen) Ableitung des Beg iffes luf« strengste zu son 
dein Jene Ahleiluiig diente nur dizu um den Schein der Willliuhr welcher bei dem 
unnMttelbapen Aufstellen der neuen Deflnitionen hätte entstehen müssen verschwinden zu 
lassen wählend die nun folgende Bew eis^hrung von jener Ableitung ganz unabhängig 
ist und sich unmittelbar an die aufgestellten Definitionen anschhesst 'io z B wurde bei 
der Ableitung des Begriffe der pyihagoiäische lehrsatz angewandt die malhe malische 
BeAveisfuhrung setzt diesen Lehrsatz mcht vorau« vielmehr erscheint derselbe als Fol^e 
rung der hier gegebenen mathematischen Entwickeliing weiche also zugleich einen voll 
s jenes Salzes ein chliesst 
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riiisst, das Produkt aus den Quotienten der beiden erste» Messungen gleich 
dem Produkte aus den Quotienten der beiden letzten Messungen sein wird, d. h. 
nach Erltlärune 3 



d. h. 



[A ~ E) X (C — E) = {B -E)x{ 



■ I . 



■ I - 



leii I ft m 1 inus 

Em tnnejes Produkt xiieiei geguitmandei s^iechter Strecken ist null, 
übet auch kern anderes de>>sen Faktoten ntcht selbst null stnd'-).-» 

Denn wenn beide Sil ecken senkrecht ge^enemandei sind, so ist die senk- 
I echte Projektion der einen auf die dndeie null lUo wiid dann, wenn man 
nachEiklaruna; 4 statt des zweiten Fil tors die senkrechte Piojektion desselben 
auf den eisten setzt diesei zweite Faktci null also auch das Produkt null. 
Hingeiien m jedem andein Falle wird wenn nicht etwa die Strecken selbst null 
•sind die Projektion nicht null also auch das Picdukt nicht null. 

Ferner lasst sich beweisen, dass 
(22) .. aX{b+c]=aXb + aXcuad(b + c:]xa^ljXa + r,X(i 

ist. Denn es sei (s. Fig.) a^ A — E, b c 

= B~E,c= C~B, so ist b + c = C—E. 

Sind ferner £', C die Fusspunkte der von B 

und C auf EA geßillten Lothe, so ist B" — E 

die senkrechte Projektion von b auf a, 

G' — E die von {b ■{■ c] aufa, und C'—J^ 

die von c auf «; also ist 

axb + aXc^ax{B' — E) + ax{C'—ff)\^ " — ^ 

und da nun alle Strecken auf der rechten Seite in gerader Linie liegen, so ist 

die rechte Seite 

-^ a X {B'-E+ C ~B'] 

= a X [C — E) 

= « X (i + c). 
Da endlicii die Faktoren vertauschbar sind, so folgt auch; 
[b -^ c)x a ^ h X. ! + cXra 
Also sind die Gluchungen 22 bewiestn Daiaus folgt ibei doi allgemeine Satz 
■IMe algebi aisrJien Satze itelche die Bestehunj de) MuUiphkalion zui 
Addition und Subtraktion amdrucken gelten auch für die mnete Multiphkation 
zweier Stiecken") 

weil diese Beziehung eben nur auf dem eiwiesenen Giundgesetze (22) beruht 
(veigleiche Grassmann-^ \usdebnungslehi e ^ 10) Hieidurch ist nun die Be 
nennung und Bezeichnung diesei Veiknupfungsweise als einer Multiplikation 
gu echtfertigt /ugleuh abei da das Gesetz dass d-ts innere Produkt zweiei 
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gegen einander senkrechter Strecken null ist, in der Algebra nichts Entspre- 
chendes findet, diese Multiplikalionsweise als eine von der algebraischen 
wesentlich verschiedene nachgewiesen, weshalb wir die Benennung der inneren 
Multiplikation zur Unterscheidung sowohl von der algebraischen als auch von 
.der äusseren Multiplikation beibehalten und als das specifische Zeichen die- 
ser Multiplikation das Zeichen x festhalten. Somit folgt, dass wir nicht nur, 
wenn a, b, c, d Punkte sind , statt der Gleichung 

(lg. [a, h) = iig. (c, (/) 
oder statt 

al, H cd 
die Gleichun- 

[a — b) X (« — 6J -- (c — d) X [c~d) 
oder 

ia ^ b]' ^ {c - d)' 
einfuhren, sondern nu i lunh fui diese Miitiplikition lle bisherigen Satze an- 
wenden, und dadurch mit diesei Muhipiikation ganz liei wie mit jeder alge- 
braischen Verknüpfung opei len können tlieimiC M Iso die Aufgabe, die 
wir uns ursprünglich stellten namlich d e Leibnizsche Ch^rakteristik auf ihren 
naturgemässen Ausdiuck .^utuckzufUhien gelost Zugleich aber liegt in der 
Art der Lösung der Ke m z i ein i neuen Lntwickelunj, nnch zwei verschie- 
denen Seiten hin, Namlich einerseits entsteht die \ulgabe aus dem Produkte 
zweier Punktdifferenzen dib dtt Punkte selbst ibzuleiten, um so durch die 
Lösung der Klammern \on welchen noch d e^e PnnUdiffi. renzen umschlossen 
sind, zu einer noch freieren und allgemeineien Behandlung dieser die Kon- 
gruenz darstellenden Aeiknupfung z i gelingen Dei andere Keim zu weiterer 
Entwiokelung liegt m dei Beziehung des mnet en P oduktes zum äusseren. 
Diese Beziehung wird durch die Idee des senkiecht pi oportionalen vermittelt. 
Namlich ick nenn^ zitei riachmraime l unl B ^iieten Strecken a und b 
senkt eckt ptopotttonal nenn die Flachenraume auf den Strecken senlcrecht 
stehen und solche Wertke haben dass uenn man die eine Strecke b mit ihrem 
entspt eckenden Flachen aum B ohne dte gegenseitige Lage derselben zu ändern, 
so legt dass b gletckqenchtet utrd mit a tnd dann die '■o verlegte Strecke b 
rtwch a und den sn ve? legte i Flachem a im B duich A riisst, die Quotienten 
beider Messungen gleich sind ').« 
Hieiaus folgt der Satz: 
Ztvet innere Produkte je zweier Strecken axb und cxd verhalten sich 
lüie die aus'ieren Produkte, welche kervorgeken, wenn man statt zweier aus 
I eiden Pi odukten ausgewählter Faktoren, z. B. statt a und c, die ihnen senkreckt 
pi oportionalen Flathenräume A und C setzt und das Zeichen der innerm Mulli- 
jhkalion m das der äusseren verwandelt, also 

33 a:<b:cxd= A . I>i C . d''}.» 

Denn wenn ich c, d, C als ein System betrachte und dieses System so, dass 

■1 ) Erklärung ö. 
3) Sals B, 



y Google 



VÖP; H. GllASSMANN. 2'l 

es sich kongruent bleibt, beliebig verlege, so bleiben die Produkte c x d unti 
C . d bei dieser Verlegung sich gleich , also verändern sich ihre Werthe auch 
nicht, wenn dabei c in dieselbe Richtung, die a hat, verlegt wird. Daraus folgt, 
dass die Gleichung (23) allgemein richtig sein wird, wenn ich sie nur fiir den 
Fall erwiesen habe , dass a und c gleichgerichtet sind. Ist unter dieser Vor- 

c C 

aussetzung- = j-, so wird dann auch (nach Erklärung 5) 7 ^= ^ sein. SuIj- 

slituiro icb daher in diesem Falle y« statt c und yA statt C in die Gleichung 
(23), so bleibt mir zu beweisen, dass 

n X () '. ya X d ^ A . h : yA . d 
sei. Dies wird erwiesen sein, wenn ich gezeigt habe, dass 

(24) .... axbiaxd:=A.h:A.d 
sei, odei' dass, wenn a X b = a {a X d] ist, wo wieder a eine ZahlgrÖsse 
ist, auch A. b = a [A.d) sei. Ist aber ax b ^ a [ax. d), so ist es auch 
gleich a X {o.d), also a x {b — ad) =z , also b — ad entweder null oder 
senkrecht auf a (nach Satz 3), d. h. da A ein gegen a senkrechter Flächen- 
raum ist, entweder b -— ad null oder parallel mit A. Nun giebt aber das 
äussere Produkt eines Flächenraums in eine mit ihm parallele Strecke null 
(Ausdehnungslehre §. 55 und 56); also ist A. [b -—ad) null, also Ä. b gleich 
A. cd, gleich c/[A.d)\ also ist Gleichung (24) erwiesen, also auch (23) zu- 
nächst für den Fall, dass a und c gleichgerichtet sind, und demnächst allgemein. 
Wir können den obigen Satz noch allgemeiner fassen, indem wir sagen: 

«/n mier Gleichung, deren Glieder innere Produkte je zweier Strecken 
oder Vielfache solcher Produkte sind, kann man, ohne dass die Gleichung auf- 
hört eine richtige zu sein, statt dieser inneren Produkte die ihnen proportionalen 
äusseren setzen, die man dadurch erhält, dass man statt je eines Faktors jener 
inneren Produkte die senkrecht proportionalen Flächenräume und statt des Zei- 
cAens der inneren Multiplikation das dex- äusseren setzt, und umgekehrt kann 
man aus der letzleren Gleichung die erstere ableiten^).» 

Denn da die inneren Produkte proportional sind einer Reihe von Zahl- 
grössen und die jenen proportionalen äusseren Produkte derselben Reihe pro- 
portional sind , so einlebt sich der zu erweisende Satz sogleich durch An- 
wendung der Erklärung 2. Hierin liegt nun, da man die Idee des senkrecht 
proportionalen auch auf andere äussere Produkte übertragen kann, der vorher 
angedeutete Keim weilerer Entwickelung. Ich will nun diese Entwickelung 
hier darlegen, dann, aber, ehe ich die andere oben angedeutete Enlwickelungs- 
reihe verfolge, durch Anwendungen auf Geometrie und Mechanik zeigen, in 
wiefern die bisher entwickelte Analyse die einer solchen von Leibniz beige- 
legten Vorzüge besitzt. — Es ist klar, dass man durch die Idee des senkrecht 
proportionalen, sowohl zu dem äusseren Produkte zweier Strecken als auch 
zu dem eines Fiächenraums in eine Strecke, indem man statt der Strecke einen . 
ihr proportional bleibenden FUichenraum setzt, auf eine neue Weise ein ent- 
sprechendes inneres Produkt finden kann. Zur .\bleituT!g der Gesetze dieser 
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neuen Verknüpfungen, wie auch zur Begründung der Gesetze des vorher be- 
handeiten inneren Produktes, wenn man den Satz ö in eine Definition dieses 
inneren Produktes umwandelt, genügt folgender Satz: 

« Wenn a,b,c.... Strecken und A, B, C . . . ihn&i senkreckt proportio- 
nale Flächenräume sind, so stehen auch ihre Summen in derselben Proportions- 
reihe, d. h. wenn s = a + 6 + c + ... und S ^ A ■\- B + C ... ist, so sind 
noch s, a, b, c . . . senh-echt proportional mit S, A, B, C . . ,^).v 

Es ist sogleich klar, dass, wenn dies für die Summe zweier Stücke bewie- 
sen ist, es auch durch Fortsetzung desselben Schlusses für beliebig viele gilt; 
wir beweisen es daher zunächst nur für 2 Stucke, setzen also s ^^ a + b, 
S = A -\- B und beweisen, dass.s, a, b senkrecht proportional seien mit S, 
A, B. Es stehe f auf a und b zugleich senkrecht, so steht f auch auf s senk- 
recht, weil s mit a und b in derselben Ebene liegt. Der Anschaulichkeit wegen 
denke man sich a, b, s und f von demselben Punkte ausgehend. Drehe ich 
nun das System der drei Strecken a, h, s, ohne ihre Länge und gegenseitige 
Lage zu verändern, um die senkrechte Axe f, so weit bis das System (also, 
auch jede Strecke in ihm) einen rechten Winkel beschrieben hat, und gehen 
dadurch a, b, s in d, b' , s' über, so bleibt offenbar noch s' = a' -\- b'. Nun ist 
aber klar , dass f. d, f. b', f. s' senkrecht proportional mit a, b und s sind ; ist 
also A = '/fa', so wird B =; yfb', also A-\- B oder S ^^y [fd + fb') = yfs 
sein, also sind S, A, B senkrecht proportional s, a, b, und so auch allgemein 
für beliebig viele Glieder. 

Da übrigens durch 3 Glieder einer solchen senkrechten Proportion das 
4te bestimmt ist, so folgt auch umgekehrt: 

« Wtinn s, a, b, c . . . senkreckt proportional S, A, B, C . . . sind, und 
s = a + b + c-\- ... 
ist, so ist auch 

6= i-\- h + < + 

und umgekehrt, wenn untei obigpt } ot ausselzung df zueite Gleichung gilt 
so gilt auch die ws(e ^).» 

Doch werden wir fiii die folgende Entwickelung nui den eihteien Satz 
gebrauchen und auch diesen nur fut 2 Gliedei 

Durch die Idee des senkrecht piopoitiondkii ci.,eben iith nun fol^^en L 
Begriffe: 

«Unter mneren Produkten je zweier Flaüicnraume lentehe t h blicke 
Grössen, die den äussern Piodukten proportional sind welche man ethaü uenn 
man in allen jenen inneren Piodukten statt der ersten Faktoren tenkrecht pto 
portionale Strecken setzt, tvakrend man dte zuetten Faktoren unierandert lasst 
das Zeichen aber der inne^n Multiphkatton (x) m das dei ausseien ( ) lei 
wandelt ^],r' und 

« Unter inneren Produkten von je einem Flachem man m eine Sit ecke ler 
stehen toir solche Grössen, u elüie den «iissf * en Pi odukten senkt echt pi opo) ttonaf 



2) Sals 1. 

■i) Erkläning 6. 
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sind, die hemorgehen, wenn man statt der Flächenräume, welche als Faktoren 
jener inneren Produkte vorkommen, die ihnen senkreckt propoi'iionalen Strecken 
setzt und, ohne dm jedesmaligen andern Faktor zu ändern, das Zeichen der 
inneren Multiplikation in das der äusseren verwandelt ^].b 

So z. B. werden die Produkte Axb und Cxd, in denen A und C 
Flächenräume, b und d Strecken sind, den Flächenräumen a . b und c . d 
senkrecht proportional gesetzt, wenn a und c den Flächenräumen A und C 
senkrecht proportional sind. 

Die Gesetze, welchen diese Verknüpfungen unterliegen, lassen sich sehr 
leicht vermittelst des Satzes 6 ableiten. So findet man A X [B + G) ^ 
AxB ■\- AxC, indem « . (ß + C) = a . Ä + a . C ist, und wenn a senk- 
recht gegen A ist, die Grössen in der zu erweisenden Gleichung denen der 
letzteren proportional sind, also derselben Gleichung unterliegen [nach Satz i,b); 
und ebenso findet man [jff+ C) X A =^ B x: A -^ Cx A, indem, wenn 6 
und c senkrecht proportional sind mit B und C, also auch (nach Satz 6) b, c 
und {b + c) mit B, C und {B + 0), 

{b + c].A = b.A + c.A 
ist, also auch dieselbe Gleichung zwischen den mit den Gliedern dieser Glei- 
chung proportionalen Grössen statt finden muss , also 

(B+C)xA^BxA+ CxA. 
Auf ähnliche Weise folgt, dassj4x (b + c) = Axb + Axc ist. Denn es ist 

a . {b + c) == a . b + a . c; 
also gilt auch nach Satz 7 dieselbe Gleichung für die mit den Gliedern der- 
selben senkrecht proportionalen Grössen, d. h. 

Ax[b-\-c) = Axf> + Axc 
Und endlich folgt auch, dass 

[A + B]xc=:Axc + BXc 
ist. Denn es seien a und b die den Flächcnraumen A und B senkrecht pro- 
portionalen Strecken, so sind (SalÄ 6) a, b, [a -j- b) senkrecht proportional 
mit A, B, [Ä + B). Nun ist 

[a-^b) .c = a.c -\-b . c. 
Somit gilt nun (Satz 7) dieselbe Gleichung auch für die mit den Gliedern der- 
selben senkrecht proportionalen Grössen. Nach der Erklärung 7 sind aber 
[A •\- B)X c, Axc, B X c senkrecht proportional mit {a + b) . e, a . o, 
b , c, weil A + ß, A, B senkrecht proportional mit a -j- b, a, b sind. Also 
ist (nach Satz 7) 

[A + B) X c = A X c + B X c. 

Um die Idee der Multiplikation für diesen letzteren Fall der inneren Mul- 
tiplikation eines Flächenraums .1 in eine Strecke 6 noch anschaulicher darzu- 

1 ) Erklärung 7. 
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legen, will ich annehmen, es sei h^ die senkrechte Projektion der Strecke b auf 
den Flachenraum A, und b also gleich 6^ + h.^, wo h/^ senkrecht gegen den 
Flächenraum A ist. Ist dann a eine gegen A senkrechte Strecke, so ist 

a . [b^ + b^) = a . bi, 
weil a . i-i als äusseres Produkt zweier gleichartiger Sirecken null ist. Somit 
ist also auch 

A X {b\ + b.2) ~ A X b^ oder A X b ^ A X bi 
und Axbi ist senkrecht proportional zu setzen dem Produkte a , b^. Es ist 
aber klar, dass die gegen a . ö^ senkrechte Strecke in der Ebene A senkrecht 
gegen die Projektion 61, also auch gegen b selbst Hegt; daraus folgt also, dass 
das Produkt A . b durch eine Strecke dargestellt wird, welche in A senkrecht 
gegen b liegt, und deren relative Grösse eben dadurch bestimmt wird, dass 
sie dem Flächenraume a , b senkrecht proportional sein soll. 

Aus den oben für diese beiden neuen Arten der Multiplikation nachge- 
wiesenen Beziehungen zur Addition ergiebt sich der allgemeine Satz : 

ft Für jede Art der iivmren Multiplikation zweier Ausdehnungen im Baume 
gelten alle algebraischen Sätze, welche die allgemeine Besiehung der Multipli- 
kation sur Addition und Subtraktion ausdrucken ^).i\ 

Dieser Satz schliesst den früheren Satz 4 als besonderen Fall in sich. 
Auch ergiebt sich sogleich, «dass für alle Gattungen innerer MullipUkation 
zweier Ausdehnungen im Räume das Produ/ct dann, aber auch nur dann null 
wird, wenn die Faktoren auf einander senkrecht stehen^),» weil dann und nur 
dann das entsprechende äussere Produkt parallele Faktoren enthält, also null 
wird ; und dieser Satz erscheint wieder als eine Verallgemeinerung des dritten 
Satzes. Auch folgt daraus wieder sogleich, adass jedes innere Produkt nicht 
paralleler Fakloren gleich ist dem inneren Produkte des einen Faktors in die 
senkrechte Projektion des andern Faktors auf den ersteren °) , » wobei natürlich, 
wenn das Produkt eines Flächenraums in eine Strecke beti-achtet wird, nur von 
der Projektion der letzteren auf die Ebene des ersteren die Rede sein kann. 
Ferner lässt sich leicht zeigen, dass A X B =^ B x A ist; denn ist die senk- 
rechte Projektion von B auf A gleich o^ , wo ß eine Zahl ist, so ist .4 X ff ^ 
A X oA = a {A X A), und B x: A =^ {cA} x A := a {A X A) , also 
A X B = B X. A. Das Produkt a x B ist bisher noch nicht deQnirt, wir 
können es der Analogie gemäss gleich Bx a setzen und haben dann den Satz ; 

«Die beiden Faktoren eines jeden inneren Produktes lassen sich ohne 
Werthänderung des Produktes mit einander vertauschen^],» 
und es. ist klar, wie dieser Salz nur eine Verallgemeinerung des zweiten Satzes 
ist. So hat sich nun ergeben , dass alle Gesetze für die innere Multiplikation 
unter sich übereinstimmen. Insbesondere sind die innere Multiplikation der 
Strecken und die der Flächenräume, also die von Grössen gleicher Stuie so 



i) Sals 8. 

2) Satz 9. 

3) Salz 10. 
i) Satt i\. 
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vollkommüii parallel, dass es keinen noUi bo ibp,eleil(,(on 'mI/ lui diL ein 
dieser VerknüpAingeii giebt, dti nicht fui du. nndoic luch gille wenn man 
nur die Begriffe Slieöke und Flachem aum vertauscht iueh lassen sich m dei 
That beide Arten der Produkte dadutch luseinandoi ableiten dasi man «tatt 
heider Faktoien senkrecht pioportionale Giossen setzt Ich schieite nun zu 
den Anwendungen und zwar zuerst zu denen auf die Geomeliie weide jedoch 
nur die innere Multiplikation der Strecken und dei TUoIienr lumc ms iuge 
fassen. Da « + 6 die dritte Seite eines Dreiecks dai stellt dessen beide indeie 
Seiten a und b sind, wenn man den Anfangspunkt \on b vif den Endpunkt 
von a legt, so folgt aus der Formel {a + 6]" = a'' + 2u X b + b"" dei fol 
gende Satz, zu dem ich sogleich den entsprechenden fui Flachem aume setze 



Das Quadrat einer Seite eines Drei- 
ecks ist so gross als die Summe aus 
den Quadraten der beiden anderen und 
ihrem doppelten inneren Produkte, 
wenn diese beiden Seiten fortschrei- 
tend genommen sind. 

Insbesondere ist, da das innere 
Produkt senkrechter Strecken null ist,, 
das Quadrat der Hypotenuse eines 
rechtwinkligen Dreiecks die Summe 
aus den Quadraten der beiden Ka- 
theteti. 

Sind a, b, c alle 3 gegeneinander 
senkrecht, so ist 

[a + h + cf^a' + b^ + c', 
d. h. das Quadrat einer Strecke ist 
gleich der Summe aus den Quadraten 
ihrer senlirechten Projekti(ynen nuf 3 
gegeneinander senkrechte Linien. 

Ferner ist allgemein 
{a + b + cf^^ tt^ + 6H cH 2ox6 

, + 26xc + 2cxö, 
d. h. wenn man eine Stecke auf 3 
beliebige Axen parallel den durch die 
Axen gelegten Ebenen projidrt ^ ) , so 
ist das Quadrat der Sirecke die Summe 
aus dm Quadraten der Projektionen 
und aus den doppelten innei-en Pro- 
dukten je zweier Proj^tionen. 



^'; d.h. auf jede Axe parallel der Ehcae 
der Leiden andern; denn dann ist die Strecke 
die Summe der 3 Projektionen (Ausdeh- 
nungslolifo %. 90). 



Das Quadrat einer Seitenfläche eines 
dreiseitigen Prismas ist gleich der 
. Summ^ aus den Quadraten der beiden 
anderen Seitenflächen und ihrem dop- 
pelten inneren Produkte, tvenn diese 
Seitenflächen fortschreitend genommen 
sind. 

Insbesondere ist, da das innere Pro- 
dukt senkrechte! Flacher laum^ null %st, 
das Quadi at der Hypotenusenflache 
eines } erhttmnkltgen di eisett4,(ien Pris- 
mas die ?«mme «ms den Qiiadiaten 
der beiden Kathetenflathen 

Sind ABC ille 3 „Pt^enuninder 
senkittht so ist 

[A + b + tY= 1 +y? + ( 

d. h. das Quadrat eines Fläehenraums 
ist die Summe aus den Quadraten sei- 
ner senkrechten Projektionen auf 3 
gegeneinander senlcrechte Ebenen. 

Femer ist allgemein 
{A+B+Cf=^A'' + ir-+C'+^AxB 

+ 2ßxC+ 2CxA, 
d. h. wenn man einen Flächenraum auf 
3 beliebige Ebenen parallel den Durch- 
schnittskanten der Ebenen projidrt^), 
so ist das Quadrat des Flächenraums 
die Simme aus den Quadraten der Pro- 
jektionen und aus den doppellen inne- 
ren Produkten je zweier Projektionen. 

ij d. li. aiifjedo Ebene parallel der Durch- 
schnitlskatile der beiden andevo; deon dann 
isl der Fischenraum die Summe seiner 3Pro- 
jekUonen {Ausdehnungslelirc g. 90). 
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Die Formel 




i{a + h)xc^a^ 


+ l>Xi 


liefert wenn « b c 


in dcrselbtTi 


Ebene he£;en den Sit? 





«TTe/m man duith emt Erhi etues 
Pat allelogramms mne RretsUme legt 
und ton dei selben Ecke die Diagonale 
{a + 6) zieht 1,0 tst das Produkt dei 
Diagonale m die m ihr hegende Sehne 
die Summe aus den Piodukien dei 
betden an jene Ecke ilossenden Set 
ten a unn b m die m ihnen Inqendin 
Sehnen u 

weil namlich dipse Sebnen d» sent 
rechten Projektionen doa Duicbrats 
seis auf die 3 Linien sind 



Diese Sätze, welche als Erweiterungen des Pythagomischen Lehrsatzes 
aufgefasst werden können, dienen dazu, um die Länge einer durch ihre Riebt- 
stücke (Koordinaten) gegebenen Strecke oder den Inhalt eines durch seine 
Richtstücke gegebenen Fläclienrauins auszudrücken. 

Die Formel 

>(4-i-£^xr = -ixC + ÄxC.) 

liefert wenn 1 B C duich die'selbe 
kante gelien den Satz 

H ^ enn man diuch eine Kante eines 
Pui alldepipedumt, eine Cylindet flaeke 
legt und dm ch dieselbe Kante die Dta 
gonalflache [Ä + B) legt so ist dat. 
Produkt der Diagonalflache i» das von 
ih [duich den Cyltndei ) abge^chmt- 
iene Stuck die Summe aus den Pro- 
dukten dei beiden duich jene Kante 
gehenden Seitenflächen A und B in 
die lon ihnen dm eh den Cylmdei ab- 
geschnittenen Stucke » 
wed dieie hlucke den senktechten 
Projektionen dei Duichme'iser Ebene 
pioportional emd 

Da die parallelen Süzo fut Fhchenidume sich immer leicht ableiten lassen aus 
denen fui Stieckcn und jene wenigei Inleie&se daibiiten als diese so will ii.h 
\on nun an nui diese ietzteitn aufslcllen 
Die Foimel 

c(n + 6 + c+ )Xp = aXp-\-bXp-^L-^p-\- 
Uefert wenn man a b c und /> mit ihien Anfangspunkten aneinandei gelebt 
denkt ^senkrecht auf sie projicnt und bedenkt dais die Summe a + * + c + 
wenn A, B. C . . . die Endpunkte der Strecken und B ihr gemeinschafliicher 
Anfangspunkt ist, gleich A — li + B ~ R + . . . = n{S ^ R] ist, wo S den 
Schwerpunkt der Endpunkte vorstellt und n die Anzahl der Strecken a,b,c. .. 
ist, den Satz: 

« Wenn man von irgend einem Punkte [R] nach n Punkten [A, B, C . . .) 
und nach ihrem. Schwerpunkte {S) gerade Linien zieht, und durch jenen ersten 
Punkt (R) eine beliebige Kugelfläche legt {welche die Linien BS, RA, RB 
in den Punkten 5", Ä, B" . . zum zweitenmale trifft): so ist das Produkt der 
nach dem Schwerpunkte ( S) gezogenen geraden Linie { RS) in dte in ihr hegende 
Sehne (BS') das arithmetische Mittel stoischen den Produkten der nach den n 
Punkten gezogenen Linien {RA,Bß . . .) in die in ihnen liegenden Sehnen {RA. 

Hat man eine Gleichung zwischen inneren Produkten je zweier Strecken, 
so kann man diese Gleichung sehr leicht durch Annahme senkrechter Koordi- 
naten in Zahlgleichungen verwandeln. Denn ist pi x p.^ ein solches inneres 
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Produkt, uiiil sind «[, b^, c^ die Riehtstücke [Koürdioaten mit feslgehaUener Rich- 
tung der Axen, in denen sie liegen) von jo^ und a-^, b.,, c.j die von p., in Bezug 
auf dasselbe Axeosystein, so ist 

Pi — eil + l>i + ci, P-i -= a-i + f>-i + C5, 
also 
PiXp-2 = («j, + f>i + cj X (a., + b.2 + Ci) = «1 X ffl2 + 6j X 6.2 + ci X c.^, 
da alle übrigen Produkte als innere Produkte senkrechter Strecken nach Satz 9 
null sind, Misst man nun alle Bichl&tiicke derselben Äxe durch dasselbe Mass, 
und nimmt die 3 Masse fiii" die 3 Axen gleich lang an , etwa gleich lang der 
Strecke e, und bezeichnet man die Quotienten dieser Messungen mit den ent- 
sprechenden griechischen Buchstaben, so crhiilt man 

und erhält also dann durch Division der ganzen Gleichunt^ mit dem Qiiatli'ate 
des Masses e eine blosse Zahlengleichung. 

Ich schreite nun zu den Anwendungen auf die ilechanik. Zuei'st will 
ich einen in der Beweguhg begriffenen Punkt betrachten, ohne mich um die 
Ursachen seiner Bewegung zu kümmern. Ich nehme mit Möbius (Mechanik 
des Himmels §. 9) und Grassmann (Ausdehnungslehre §. 103) in den Begriff 
der Geschwindigkeit zugleich den der Richtung auf, so dass ich zwei Geschwin- 
digkeiten nur dann gleich setze, wenn sie nicht bloss gleichen absoluten Werth, 
sondern auch gleiche Richtung haben, d h. ich setze die Geschwindigkeit eines 
in Bewegung begriffenen Punktes derjenigen Strecke gleich, welche er beschrei- 
ben würde, wenn er in dem als Einheit angenommenen Zeiträume dieselbe 
Bewegung, die er hat, unverändert beibehielte. Nämlich wenn ein Punkt in 
derselben Richtung so fortschreitet, iJass er in gleichen Zeiträumen stets gleiche 
und gleichgericliteto Wege zurücklegt, die Wege sich also wie die Zeiträume 
verhalten, in denen er sie zurücklegt, so sage ich, der Punkt behalte seine Be- 
wegung unverändert bei. Gesetzt also, er habe in irgend oinem Zeitpunkte T 
eine solche Bewegung, dass, wenn er dieselbe Bewegung während des als 
Einheit genommenen Zeitraums unverändert beibehielte, er von dem Orte p, 
den er zui- Zeit T wirklich hat, zu dem Orte /), gelangen würde, so ist seine 
Geschwindigkeit pi -^ p. Ich könnte nun dies Verfahren, durch welches 
diese Geschwindigkeit aus der als bekannt vorausgesetzten Bewegung eines 
Punktes abgeleitet werden kann, rein geometrisch entwickeln, müsste jedoch 
dann bis in die Principien der Differenzlalreclmung zurückgeben, um diese auf 
die hier dargestellte Analyse zu übertragen. Da dies jedoch dem vorliegenden 
Zwecke nicht entsprechen würde, so will ich auf den gewöhnHchen Begriff des 
DüFercnzials zurückgehen und zu dem Ende den sich bewegenden Punkt p 
senkrecht auf eine Axe projiciren. Die Projektion sei p. Dann ist klar, dass, 
wenn die Wege, die der projicirte Punkt in gleichen Zeiträumen zurücklegt, 
gleich und gleichgerichtet sind , auch die Projektionen dieser Wege gleich sein 
werden, also die Projektion p' gleichförmig fortschreitet, wenn p gleichförmig 
und geradlinig fortseüreitet, und dass. wenn der projicirte Punkt von dem Orte 
p nach pi gelangt, auch die Projektion gleichzeitig von dem Orte ;/ nach der 

4' 
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Projektion p\ des Ortes p^ gelangt. Ist also p^ — p diß Geschwindigkeit des 
projicirten Punktes, so ist p'i — p' die der Projektion, d. h. ndie Geschioindig- 
keü, mit welcher die senh-edite Projektion eines Punides auf eine gerade Linie 
fortschreitet, ist stets gleich der auf diese Linie sei^echt projicirten Geschwin- 
digkeit, mit welcher der Punkt selbst fortschreitet.-» Projiciren wir nun eine 
Strecke senkrecht auf 3 gegeneinander senkrechte Axen, so ist die projieii-te 
Strecke die Summe ihrer 3 Projektionen. Also ifwenn icir einm sich bewe- 
genden Pwnkl senkrecht auf 3 gegeneinander senkrechte Awen projiciren, so ist 
die Geschwindigkeit jenes Punktes die Sunvnie aus den Geschwindigkeiten seiner 
ProjiMonen.-a Wir wollen nun die Strecke vom Durchschnittspunkte dei- 3 
Axen bis zur Projektion des Punktes p auf die eine der 3 Axen mit xa be- 
zeichnen, wo X eine Zahlgrösse und a ein Stück der Axe {dies Stück als 
Strecke betraehtet) ist. Nun ist bekannt, dass die Geschwindigkeit dieser Pro- 

dx 
jektion , wenn cc als Funktion der Zeit t gegeben ist, gleich ist a "t - Nennen 

wir nun die Sti-ecken von dem Durchschnittspunkte g der 3 Axen bis zu den 
Projektionen des Punktes p auf die zwei andern Äjen yb und jzc (wobei a, b, c 

äy dz 

gleich lang angenommen werden können), so sind b -.- und c -r die Geschwin- 
" " '^ " dt dt 

digkeiten der beiden anderen Projektionen, also die Geschwindigkeit des Punk- 
tes p gleich 

dx dy dz 

"Jt + 'TS + "*' 

während 

p—g = (u: -t- hj -^ cz 
gleich der Summe seiner Projektionen, oder 

P = g -\- ax -\- bi/ -j- cz 

dx dy dz 
isl Wir bezeichnen den obigen Differenzialausdruck <i"Tr + b-r + c-^ , da 

man zu ihm auch gelangt, wenn man in der Funktion p ^ y -^ aa; -\- hy-\- cz 
■ die Grössen g, a, b, c wie konstante behandelt und dann nach der Zeit diffe- 

dp 
renziirt, mit -r. Das heisst: 

dt 

« Wenn p = g + a-x + by + cz ist und g ein Punkt, a, b, c aber 3 
dp dx dy dz 

+ 6_ + .-,„ 

und da x, y, z Funktionen der Zeit, also auch p eine Funktion der Zeit, aber 
eine geometrische ist, so folgt der Satz : 

« Wenn ein sich hewecjender Punkt p als geometrische Funktion dei- Zeit t 
gegeben ist, so ist der Differen^^ialquotient -~ dieser Funktion nach der Zeit die 
Geschwindigkeit des Punktes ilirer Grösse und Richtung nach.» 

Wir haben bishei- den Begriff des geometrischen Differenzials an 3 gegen- 
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einander senkrechte Axen geknüpft. Hiervon können wir den llogrü!' loiclit 
losen. Es sei allgemein 

f = (l + a,T^ + «.,72+ . . . ., 
wo p und g Punkte, g ein fester Punkt, «j, %,' . . , konsiante Strecken, 'J\, 
T^, . . . beliebige Funktionen der Zeit sind, so iässt sich leicht zeigen, dass 
dp dT^ dl\ 

ist. Denn es seien «p n-j, . . . . auf die 3 gegeneinander senkrechten Axen a, 
b, c senkrecht projicirl und «i ^= Qiö + hih + CyC u. s. w,, wo a^, hi, c^ 
u. s.-w. ZahlgrÖssen sind, so Ist 

p = g + {a,T, + aoT.,+ ....)a + [bJ\+b,2\+...:ib + [c,T, + c.T^+...)c. 
also auch nach der üefinition 

dp r rn\ dr, 1 r di, di:, '] 



-[' 



dl - " ' «fl ^ 'dt T • • . • -r » ^, j, 



r dl\ 



dZ, 
+ '-^lif + ■ 



dl] dJ\ 

== [a^a + hyh -h Cic)-^ + (a,ft + tjj + f^"/-^ + . . . , 

rf71 r-/7'5 

"" '^^~dt + ''^"rfT + ■ ■ ■ 

Es ist jene Form , in weicher p als Funktion der Zeit dargestellt war , die 
allgemeinste Form, in welcher ein Punkt als geometrische Funktion der Zeit 
dargestellt werden kann , und wir gelangen also von dieser allgemeinen Fonn 
aus sogleich zu dem Differenzialquolienten joner Funktion nach der Zeit, d. h, 
der Geschwindigkeit des als Funktion der Zeit gesetzten Punktes f , wenn wir 
bei der Differenziation die räumlichen Grössen wie algebraische behandeln ; 
und zu diesem Begriffe würden wir sogleich gelangt sein, wenn wir bei der 
Entwickeluno des Begriffs des Differenzials rein geometrisch fortgeschritten 

dp 
wären. Wird nun die Geschwindigkeit --r mit v bezeichnet, so ist i' wieder 

dv _ 
eine geometrische Funktion , wir nennen dann ~t (die Geschwindigkeit, mit der 

die Geschwindigkeit des Punktes wächst) die Beschleunigung des Punktes p, 
welche demnach wieder nicht bloss ihrer absoluten Grosse, sondern auch ihrer 
Bichtung nach aufgefasst ist. Sie wird , je nachdem ihre Richtung mit der der 
Geschwindigkeit einen stumpfen, rechten oder spitzen Winkel macht, den abso- 
luten Werth der Geschwindigkeit vennehren, unverändert lassen oder vermin- 
dern. Wir nennen analos der Benennungsweise in der Diffcrenzialrechnung 



dv 



"(S . . ..* 



d, h. ■ — -, — , den wir mit -r^ bezeichnen, den zweiten Diffe- 

(/( dr 
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renzialquotienten der räumlichen Funktion p nach der Zeit t, und dieser ial 
also der Beschleunigung gleich gesetzt. 

Dies sind die wesentlichen Grundzuge der reinen Bewegungslehre. In 
der Mechanik betrachten wir die Bewegungen als durch Ursachen bewirkt. 
Wir nennen die Ursache der Beschleunigung eines Punktes die beschleunigende 
Kraft, welche auf ihn einwirkt, und setzen sie, wenn keine andere beschleuni- 
gende Kraft gleichzeitig einwirkt, der Beschleunigung gleich. Wir sagen ferner, 
dass zwei beschleunigende Kräfte gleichzeitig auf einen Punkt einwirken, wenn 
die Beschleunigung des Punktes die Summe ist aus den beschleunigenden Kräf- 
ten, wobei immer festzuhalten ist, dass die beschleunigenden Kräfte als Strecken 
delinirt sind und also auch in diesem Sinne ihre Summe aufzufassen ist. Wir- 
ken also beliebig viele beschleunigende Kräfte /*,, P., . . . . auf einen Punkt p 
ein, so hat man die Gleichung 

(28) . . . -^--= P, + P,+ .... 

als Grundgleichung der Mechanik. Die beschleunigenden Kr'äfte können wir 
wieder, entweder alle oder einige derselben, als Wirkungen allgemeinerer Kräfte, 
die sich auf ganze Systeme von Punkten beziehen, auffassen. Von dieser Art 
sind alle Kräfte der Natur. So z. B. hat die Gravitation das Bestreben , die 
gegenseitige Entfernung zweier Punkte zu vermindern, die Kohäsio«, die gegen- 
seitige Entfernung je zweier Punkte des Systems unverändert zu erhalten, 
die Elasticität, den Raumesinhalt zwischen 4 aneinander liegenden Punkten 
wiederherzustellen u. s. w. Es kommt darauf an , den Begriff eines solchen 
Bestrebens schäifer aufzufassen. Die Entfernung zweier Punkte, der Raumes- 
inhalt zwischen 4 Punkten, und überhaupt alles, worauf sich das Streben einer 
Kraft, die einem System von Punkten einwohnt, bezieht, lässt sich als Funktion 
dieser Punkte auffassen, wir setzen daher folgende Definition solcher Kräfte fest: 

iiWir sagen, dass eine Kraft, die sich auf ein System gleich schwerer 
[gleich beweglicher) Punkte p, g, r . . . bezieht, das Streben habe, eine alge- 
braische .Funktion ^) F [p, q, r . . . .) dieser Punkte zu vergrösserft, wenn die 
durch sie bewirkte beschleunigende Kraft eines jeden Punktes in derjenigen Rich- 
tung wirkt, in welcher bei gleich grossen, aber unendlich kleinen Bewegungen des 
Punktes jene Funktion am meisten wächst, und toenn die beschleunigenden 
Kräfte, welchen je 2 Punkte des Systems vermöge jener Kraft unterliegen, ilirer 
absoluten Grösse nach in dem Verhältnisse stehen, in welchem beide Puiikte 
einzeln genommen, bei gleich grossen, aber unendlich kleinen Bewegungen nach 
jenen Richtungen, die Funktion zu vergrössern vermögen.-n Ein Beispiel wird 
dies erläutern 

Es sei das Bestreben einer Ki-aft V, zwei gleich schwere Punkte p und 
q von einander zu entfernen. Dann können wir [p — g)^ als die algebraische 
Funktion der Punkte p und q betrachten . welche zu vergrössern das Streben 
jener Kraft ist. Um nun zuerst die Bichtung der beschleunigenden Kraft, welche 
F auf den Punkt p übt, zu finden, haben wir zu fragen, welche Richtung er 
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annehmeii müssle, damit bei gleich grossen, aber unendlich kleinen Wegen dei- 
Werth von (p — 9)^ am meisten vermehrt wird. Dies ist oifenbar die Rich- 
tung der Verlängerung von qp über p hinaus. Ebenso wird die beschleuni- 
gende Kraft, welcher q unterliegt, in der Verlängerung von pq über p hinaus 
wirken. Fragen wir nun nach dein absoluten Verhältnisse dieser beiden be- 
schleunigenden Ki'äfte, so ist dies gleich dem Verhältnisse, in welchem bei 
gleich grossen, aber unendUch kleinen Wegen in den Richtungen der Verlange- 
■rungen, während jedesmal der andere Punkt ruhend gedacht wird, [p — q^ 
wächst. Dies Verhältniss ist offenbar das der Gleichheit; also sind auch die 
beschleunigenden Kräfte absolut genommen gleich. Nun können wir ein sehr 
leichtes Verfahren finden, nach welchem man jedesmal, welche algebraische 
Funktion es auch sei, auf die sich das Bestreben der Kraft V bezieht, die Rich- 
tungen und das Verhältniss der dadurch gewirkten beschleunigenden Kräfte 
finden kann. Ich will die Ableitung dieses Verfahrens, da ich nicht eine selbst- 
ständige Begründung der geometrischen Differenzialrechnung geben will, 
wieder zunächst an senkrechte Koordinaten knüpfen, obgleich das Verfah- 
. ren an sich gänzlich unabhängig davon ist. Es sei die algebraische Funktion 
P{pi> Pa ■ • ■ ■) der Punkte pi, P'i, .... gegeben, um dieselbe in eine alge- 
braische Funktion von Zahlgrössen zu verwandeln , nehmen wir durch einen 
Punkt g 3 gegeneinander senkrechte Axen und in ihnen 3 gleich lange Masse 
a, b, c an, durch welche wir die senkrechten Projektionen der Strecken pi — g, 
P-i — 9 ' ■ ■ ■ ■ niessen , und setzen demnach 

Pi- g = sCiO,-^ yfi + SiC ; p„—g=: x^a -f \j4> + %c u, s. w. 
Nun können wir diejenige Funktion als eine algebraische der Punkte ^j^, p.^, .... 
ansehen ; welche einer Funktion der sammtlichen Koordinaten, jede durch das 
zugehörige Mass gemessen, proportional, d. h. gleich einer solchen mit einem 
konstanten Faktor multiplicirten Funktion ist. Da aus jener Funktion Fi^p^, p^, . . .) 
nur die Verhältnisse der beschleunigenden Kräfte und ihre Richtungen abge- 
leitet werden, und weder diese noch jene, wie sogleich aus der Definition 
einleuchtet, sich ändern, wenn man die Funktion mit einer beliebigen positiven 
Grösse multiplicirt, so können wir die algebraische Funktion der Punkte gleich 
einer mit dem Quadrate des Masses multiplicirten Zahlfunktion der Zahlgrössen 
"^i' Vi' ^1' ^' y^< ^1' • setzen. Wir setzen daher 

^■(pi.p2----) = «V(^i>!/i.2i'-^'?/2. %.■■■■)■ 
Um nun die Richtungen und das Verhältniss der beschleunigenden Kräfte 
zu finden , haben wir die Funktionsvergrösserung zu betrachten , welche her- 
vorgeht, wenn die Punkte p^ u. s. w. unendlich kleine Wege beschreiben. Der 
unendlich kleine Weg des Punktes pj, den wir mit 3pi bezeichnen, ist, wenn 
a<%i, bSyi, cSzy die senkrechten Projektionen desselben auf die 3 Axen sind, 

dpi ;= adxi + bdyy -\- c3zy. 
Durch diese Bewegung geht p^ in p^ -}- d'Pi über, also g -j- ax^^ -\- hyi -|- czy 
in j + a{cci + 3xj) + b{yi + Syi) + c{zi-\-3zi); d. h. es geht dadurch Xj^ in 
a?! + 3xi, yi in y^ + ^y^ und s^ in z^ + 3s-^ über. Ist ebenso 3p2 die Be- 
wegung des Punktes p-i, und 
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u. s. \v'., so geht tiurch diese Bewegung x.i in x^ + (Va-^, y-2 in y-i + (Vj/.,, z., in 
Sa + ijso über u. s, w. Die daraus fliessende Vergrösserung von f finden wir 
also durch Differenziation dieser Funktion, indem wir Jccj u. s. w. als Diffe- 
renziale der entsprechenden Veränderlichen setzen. Bezeichnen wir das daraus 
hervorgehende Differenzial der Funktion gleichfalls durch rV, so erhallen wir 
(27) .... d'f{a!i,yi,zi,sc;,,y^,z<i....) = uidwi + vid'yi + u'idz^ 

+ u^rJao^ + v-id'y^ + w^^z^ u. s. w. , 
wo Ml, Vi, Wi, .... die partiellen Djflerenzialquotientcn nach den entspi'cchon- 
den Veränderlichen x^, y^, z^ u. s w sind Um hieraus auf eine einfache 
Weise die Richtungen und das Veihaltniss det beschleunigenden Kräfte zu 
finden, verwandeln wir die Differenzialgleichunn; wieder durch Multiplikation 
mit (r in geometrische Form und setzen to wie F = d^f war, nun auch 
(iF = d^öf; also ist 

dF{pi,p^....) = d'[u,<yx, + v,d\j, + «v)X + "-A, + vjy., + w.,ÖSi + -..], 
oder da a^ z= b- = c'\ ist, 

(yF{pi,p2 -...) = %« xdxia+ vfi Xfhjib +WiCX d'z-iC + v./i x Sx^a 
+ v.,b X dyyb + 1V.2C X Ss^c ■\- -... 

Also da aSxi + bdy^ + cSzi = Spy, aöx.i -\- hSy., -\- c8z., = öp-i ist und u, 
b, c gegeneinander senkrecht sind , so ist 

SF[p^,p.l....) =: (aU| + 6D^ + CtOi) X Jpi + («t(.> + 6D.> + C(f!2) X dp^ + .... 

Wenn wir endlich die Grösse au^ + hv^ + cw^ mit 9^ , a% + bv-^ + cvh ^"'^ 
(jTj u. s. w. bezeichnen , und diese Strecken ^i , q-^ u. s. w. die partiellen Diffe- 

renzialquotienton nach pi,p2 nennen, so erhalten wir die einfache Gleichung 

(28} .... SF(pi,p.,..,.} = giX<ypi + q^X(yp., + .... 
und den Satz: 

«Die Aendening {äF), icekhe eine algebraische Funktion [F) von Punk- 
ten {pi, p.2, ), die als Produkt eines Strecleenquadrates in eine veränderliche 

ZaMgrÖsse erscheint, dadurch erfährt, dass die Punkte, von denen sie abhängt, 

unendlich kleine Wege {Spi, t^p^, ) beschreiben, ist der Summe gleich, die 

man erhält, wenn m,an die Funktion nach den einzelnen veränderlichen Punkten 
partiell differenziirt , diese partiellen Bifferenzialquotienlen mit den Wegen der 
sugehör^en Punkte innerlich multiplicirt und diese innm-en Produkte addirt.» 
Und «den partiellen Differensialquotientm einer solchen Funktion (F) nach 
einem der Punkte {pi), von denen sie abhängt, findet man, loenn man die Funk- 
tion durch das Quadrat des Masses dividirl, den Quotienten als Funktion der 
in Bezug auf 3 gegeneinander senkrechte und gleich lange, an einen beliebigen 
Punkt gelegte Masse genommenen Koordinaten dieser Punkte darstellt, nach den 
Koordinaten jenes Punktes pi differenziirt und diese 3 Differenzialquotimten 
addirt, nachdem man jeden mit dem zugeliörigen Masse multiplicirt hat.ii 

Aus der Gleichung 28 folgen sogleich die Richtungen und Verhältnisse 
der Kräfte. Betrachtet man die Funktionsänderung bei verschiedenen unendlich 
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kleinen , aber gleich langen Wegen Spi^ des Punktes pi , so ist dieselbe gleicli 
(/j X öpi, d. h. bei konstantem y^ proportional der senki-echten Projektion von 
äp^ auf jj, also bei gleich langem Spi am grössien, wenn Spi gleiche Rich- 
tung hat mit 91. Somit drücken g_, q^ die Richtungen der beschleuni- 
genden Kräfte aus. Die Funktionsänderungen, welche durch zwei verschiedene 
Punkte pi und p., bei gleich langen Wegen nach diesen Richtungen g^ und q^ 
bewirkt werden, verhalten sich wie Qi^Pi zu g^&p-i, also, da ^p^ parallel q^ 
und Sp-i parallel q-^, und t)';)^ und Jp^ gleich lang sind, wie q^ zu q;^, d. h.: 

^Die besohlmnigenden Kräfte, welchen die Punkte eines Systems vermöge 
einer Kraft unterliegen, die das Streben hat, eine algebraische Funktion jener 
Punkte zw vergrössem, verhaltet sich in Grösse und Richtung wie die parliellen 
DifferenzialquoHenten dieser Funktion nach diesen Punkten.y> 

Ehe ich die hieraus fliessende Formel der Mechanik ableite , will ich zei- 
gen, dass die partiellen Differenzialquotienten einer Funktion von Punkten, 
deren ^Ableitung bisher an gewisse senkrechte Axen geknüpft wai', hiervon 
unabhängig seien. Es wurden 3 gegeneinander senkrechte Masse a, b, c und 
ein Punld ^ angenommen, auf ihre Richtungen wurden die Strecken ^1—3, 
j>2 — g u. s. w. senkrecht projicirl, diese Projektionen jede durch das ihr gleich- 
gerichtete Mass gemessen, und die Resultate dieser Messungen mit x,, */i , z^ 
u. s, w, bezeichnet, so dass 

pl — 9 ^ ^1^ + y<.^ + "i<^ "■ s- ^^'■ 

gesetzt war; dann wurde durch Substitution dieser Werthe für p^ u. s. w. in 
die algebraische Funktion F der Punkte und durch Division mit dem Quadrate 
des Masses eine algebraische Funktion f von x^, j/j, z^, .. . abgeleitet, diese 
nach den Veränderlichen x^, y^, Sj, .... partiell differenzürt , die Differenzial- 
quotienten mit den ihnen zugehörigen Massen a, &, c multiplicirt und diese Pro- 
dukte addirt. Lassen wir nun a, b, c übergehen in e, e', e", wo 
!e ^ aa + ßb + yc 
e' = a'a + ß'b + fc 
e" = 0% -)- ß"h + y"c 

is(, so werden, wotin 

p^ ^^ v^e + v\e -{- v'\e" ist, also 
vie + v\e + v\e" = x^ a + y^ b -f- s, c 
ist, die Werthe für x^, y^, Si tblgonclc sein: 

X^^ ^ l>£ß -|- !>'[£(' -|- f'^«" 
yi ==■- viß -f v\i^^ + v"iß" 
z^ ■= v^y 4- v\y' + v'\y"; 

und entspiechende Werlhe wird man für die Koordinaten der übrigen Punkte 
eihalten Will man nun den Differenzialquotienten einer Funktion F nach ^1 
veimittelst dieser neuen Masse finden, so hat man, nachdem man in /'(^i,yi--) 
die so eben gefundenen Ausdrücke substituirt hat, nach v^, v\, v'\ zu diflfe- 
renziiren, die so erhaltenen Differenzialquotienten mit e, e', e" beziehlich zu 
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multiplicireii und diese Produkte zu addiren ; dann ist zu zeigen, dass diese 
Summe noch gleich q-^ , d. h, 

(D-(©-(l)-(l)-(Ä)-(D»- 

ist. Nun ist 

{£-J = (si;) (*^7 + (%) (sl) + (k) wJ 

-(!)- (1)^-^(1)^ 

Also ist 

+ (I;) (c*« + 1^' + ^'''i + (£) ()' + /'■ + }'■'■' 

Sind nun c, e, e" gleich lang mit a b c und leUitwinklig gcgeneinandei , so 
lässt sich leicht zeigen, dass oe + t e + «"e gl ich i ist u s w Denn be- 
zeichnet cos[rs) den Kosinus des "Winkels zwischen zwei gleich hngen Stre- 
cken )■ ünd,s,..:so ist r cos[rs) die senkrechte Piojektion von s luf ) ihrer 
Grösse und Richtung nach. Aus den Gleichungen (291 f l^t dsL (ann 
a, = co8{eo), a = cos(e'o), a" ^= cos(e"a) Nun ist 

a = ficos(efl) + e'cos(ea) + e cos(e''rtJ, d. h. 
^ ae + de' + ß"e". 
Und eben so folgt 

b = j3ß + ß'e + ß"e", c --= ye + y'e + fe". 
Also erliiill man die zu erweisende Gleichung 

Sind e, e, e" nicht gleich lang, mit a. b, c, sondern ist die Länge der letzteren 
das m-fache von der der ersteren, so hat man nach dem oben angegebenen 

F 
Verfahren in Bezug auf die Masse e, c, e" die Funktion — , die wir mit /" be- 

p 

zeichnen wollen, zu differenziiren. Dann ist, da /' = -\ und a^ = mV ist, 
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i 

f ;= mV- Dann sind die Projektionen von e, e, e" auf a.-h, c den mit —a, 

i 1 , 

-fi, -fi miiltiplicirten Kosinussen eleich und die von «, 6, c auf e, c, e" den 

mitme, me', me' multiplicirten Kosinussen, und es wird a ^=m'^ {ea+ e a + e"a"} 
u. s. w. ■"). 

Also bleibt noch 

(|)-(C)^^(I^)-(I)-(|)-(I;)'. 

d h die angegebene Methode ist \on dei bcbondeun \nnahme der Koordi- 
naten £,dnzhth uinbhinoie; sobald diese nui j dosu al untereinander gleich 
hng und senkiecht sind 

Fassen wn die £;ewonnenen Resultat!, zusammm so ergab sich, »wenn 
t die algebrai'ichi. runhhon ziceUei ßtmetmon tst deien Vergrösserung eine 
Kinft V die auf em System von Punkten p^ ipi wtikt erstrebt, und g-^, 

qi die paj Heilen Dtffei emrtalquottenten lon P nach den Punkten Pi,,p-, .... 

sind lon denen F abhangt so snrf 

^?i ^?i hi 
(he lesckleumyendeH R afte denen die Punkte p P2 Is oermöge jener Kraft 

V unlet hegen wo X etnm für alle diese Punkte gleichen ZcAlfaktoi' bezeichnet, 
uelchet von dei Lage dei Punkte p-^ p^ m etnei durch die Natur jener 
Kraft V bedingten W eise abhängt Wii ken daher auf die Punkte pj , p.^ . . . . 
die beschleunigenden Kiafte Pi P^ und aueseidem die durch die Kraft 

V bedingten beschleunigenden Ki ifte kq^ f.q so hat man 



l\ + hh 



de 



Mulliplicirt man die erste dieser Gleichungen innerlich mit 8pi , die zweite 
mit dp-i u. s. w. und addirt, so erhalt man, da q^ X iJpi + q-i X dpi + • ■ ■ 
gleich (Tf ist, die Gleichung 



X<^p.,-\-.... + X,yi' = 0, 



weicht) für jeden Werth von Sp^, dp-i .... gilt. Nimmt man endlich noch an, 
dass die Kraft V, wie dies z. B. bei festen Körpern annäherungsweise ange- 
nommen werden kann, bei unendhch kleinen EnÜ'ernungen aus deijenigen Lage, 
für die F einen bestimmten Werth hat, schon so intensiv wirkt, dass die 
übrigen Kräfte das System nicht merklich aus einer solchen Lage zu entfernen 
vermögen, so können wir annäherungsweise F konstant setzen; wir nennen 

cos(e'ß) + 6"cos{e"ay\ isl, und (;o«(.o) == mv, 
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solche Kräfte , wenn sie schon bei unendhch kleinen Entfernungen aus jener 
Lage die übrigen Kräfte zu überwinden vermögen, so dass also nur unendlich 
kleine Abweichungen aus jener Lage, für die f jenen bestimmten Werth hat. 
eintreten können, behauptende Kräfte. AJso: 

« Wenn beliebige Kräfte Pi, P.i . . . . auf beliebige gleich schwere Punkte 
Pi, Pi ■ ■ ■ ■ eines Systems wirk&i, und diese Puiilde alle' oder ßieilweise behaup- 
tenden Kräften unterliegen, welche mit unüberwindlieher Gewalt gewisse Funk- 
tionen L, M, N . . - . jener Punkte auf null zu erhalten suchen, so hat man die 
Gleichung 

( ''. - §') X •^'•' + (''. - #) X '»' +■■■ + '« 
+ /lAM + f<yN + ■ ■ - ■■ 
welche in Verbindung mit den Gleichungen 

£= 0, M= 0. A'--= .... 
zur Bestimmung der Beschleunigung eines jeden Punktes vollkommen ausreicht. » 
Dies ist die auf unsere Analyse zurückgeführte Form der allgemeinen 
Gleichung der-ltfechanik, wie sie von La Orange der ganzen Mechanik zu 
Grunde gelegt ist. und damit ist also auch die ganze Mechanik dieser neuen 
Analyse unterworfen. Als Beispie] für die Anwendung dieses Verfahrens will 
ich eine beliebige einfache Aufgabe der Statik wählen, nämlich die Aufgabe, 
den Gleichgewichtszustand eines Systems von Punkten po> Pi ■ ■ ■ Pn zu finden, 
weiche so aneinander befestigt sind, dass die Entfernung je zweier aufeinander 
folgender Punkte konstant bleibt, und welche ausserdem beziehlich von den 
beschleunigenden Kräften P^,, P^ . . . . P,^ gezogen werden. Für die Substitu- 
tion in (31) hat man erstens, daG leichgewicht Statt finden soll, die sämmtlichen 
Beschleunigungen null zu setzen. Von den Kräften, durch welche je zwei auf- 
einander folgende Punkte aneinander befestigt sind, nehmen wir an, dass sie 
die Entferaungen je zweier Punkte, oder, um eine Funktion zweiter Dimension 
zu bekommen, die Quadrate der Verbindungsstrecken konstant zu erhalten 
suchen. Wir erhaften also, wenn wir der Kürze wegen die Punkte mit p„, die 
Kräfte mit P„ bezeichnen , wo a nach der Reihe die Indices . . . n ausdrüclf, 
die Gleichung 

(32, a) . . . Sp,xM+ S>.. JI(p7+~ — p/] = . 
wo die Summenzeichen sich auf die verschiedenen Werthe von n beziehen, das 
erste auf die Vi'erthe von . . . . jj, das letzte auf die Wei-the von . . . . {n—i}, 
d. h. alle Werthe von a^, in denen a nicht einen der Werthe 0, 1, 2....(n— 1 ) 
hat, sind null gesetzt. Diese Gleichung in Verbindung mit den n Gleichungen 

(32, b) .... (p, ^j — Pa)'^ = V, 
welche die konstanten Entfernungen, deren Quadrate eben a/ sind, darstellen, 
bestimmen den Gleichgewichtszustand vollkommen. Es ist aber 

= {r,ii - p.Jx'^p.Ji - (p.+j - )>.) xi'ih- 



y Google 



VON H, Grassmahn. 37 

Dadurch hat man, da(32,a} fili- jede Werthreihe von i7pg, null ist, also auch die 
mit einem und demselben f)jo„ multiplich'ten GHeder derselben zusammen null 
geben müssen, die {n + 1) Gleichungen 

(3S,c) .... P. + i.-dP.-P.-,] - l.(p. + ,-P.) = 0- 
Addirt man zwei aufeinanderfolgende dieser Gleichungen, z. B. die, welche ]\t 
und die, weiche A + i enthält, so erhält man 

0=/". + /'.4, + ^._i(p. -?,_,) -i, + ,(p. + ,-!).+i); 

oder ^allgemeiner, addirt man alle Gleichungen in (32, c) zwischen den Anzeigern 
a und dem als grösser gedachten a , so hat man 

=3 />„, + .... + i>„ + K-^i{p.--p»'-i} — K{p. + i — pa)- 

Also wenn o' null gesetzt wird, wo dann auch A^'^i nach dem Obigen null ist, 
(32,d) .... i>„ + /'i + ..../>, - l.(ft+,-p,) = 0. 
Ferner', wenn zugleich a gleidi n gesetzt wird, wo daim l^^ null ist, 

(33) . . . . i*o + i'i + ^ = 

Um nun aus den Gleichungen 32,d ill_,<mem ^„ zu thmmiun hil man nur 
dieselben mit [Pa + i — Po) äusserlich zu multiphcinn da dis ausscic Produkt 
(das Parallelogramm) gleichgerichteter Strecken null ist Man erhilt ilso 

(34) .... (Po + i>, ..../>,) . (/., + , -/..) = 

Diese n Gleichungen in (34), in Verbindung mit (33) und den n Bedingungsglei- 
chungen in (32,c), bestimmen den Gleichgewichtszustand vollkommen, und es 
lässt sich alles, wenn noch der Anfangspunkt oder überhaupt einer der n Punkte 
gegeben ist, durch Konstruktion unmittelbar nach den Formeinfinden, was 
überall der Voi-zug dieser neuen Analyse ist. Es seien z. B. die Entfernungen 

(i„ je zweier aufeinander folgender Punkte , die n Kräfte Pq, P^ Pn — i und 

die Lage des Punktes p^ gegeben; die Kraft P„ und die Lage der Punkte 

Pi j)„ seien gesucht. In der Thal drücken die Gleichungen (34) nur aus, 

dass jedesmal Pq "^ ^i "^ ■■■■ ^« parallel ist mit p„ + i — p^. Daraas ergiebt 
sich folgende Konstruktion. Man zeichne ein (n + 4)-eck A„, A^ . , . . A„, 
dessen Seiten von der Ecke A„ aus fortschreitend genommen den Kräften P,, , 
Pi -...i^n-i gleich und gleichgerichtet sind, d. h. ^,, — ^„ =;/*„, A^ — vln=j"i, 
A, — Ay = P., u. s. w., so ist 

A„ — A„= P^ + Pi + - . A, 
und die Gleichung (34) wird 

(35) ..._ {A,-AJ. {p..,~P.] - 0. 
Wird die gesuchte Kraft /*„ gleich X — -4„_i ge- 
setzt, wo X ein gesuchter Punkt ist, so geht die 
Gleichung(33)überin/l„_i— ^-l-Z— A,_L=:0, " ^ 
d. h. X= A^, d. h. die Seite i„ — ^„_i der zu ^A / / / ' 
Hülfe genommenen Figur ist die gesuchte Kraft P„ . \\ I / __-- — ' ^ 
Ferner schlage man , um die Punkte j)^ — ?)„ zu 
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finden , um p^ einen Kreis (oder 
im Räume eine Kugel) mit dem 
Halbmesser «o, ziehe durch ^g eine 
\ Gerade parallelmit/'o(oder^o — A^, 
) genügt jeder der beiden Punkte, 
/ worin diese Gerade den Kreis (oder 
' die Kugel) schneidet, statt p^ gesetzt 
den Bedingungen des Gleichge- 
wichtes, um p^ schlage man mit 
Ui als Halbmesser einen Kreis [eine 
Kugel) und ziehe von pj die Gerade parallel mit A^ — A^, so genügt jeder der 
Durchschnitlspunkte dieser Geraden und des Kreises (der Kugel) statt p.^ ge- 
setzt den Bedingungen des Gleichgewichtes u. s. f. Es giebt also im Ganzen 
2" Lagen des Gleichgewichtes. Allein man überzeugt sich leicht, dass es unter 
ihnen nur Eine Lage des sicheren Gleichgewichtes giebt, welche hervorgeht, 
wenn man statt der Geraden Strahlen zieht , die den Seiten A^ — A^ entgegen- 
gesetzt gerichtet sini^. 

Es liesse sich freilich die angegebene Konstruktion auch leicht aus der 
Idee unmittelbar ableiten. Allein verfolgt man diese begi'iffliche Ableitung, so 
wird man sogleich sehen, dass sie mit der durch unsere Analyse gegebenen 
identisch und nur ihi'e Uebersetzung gleichsam in die Begriffssprache ist. 
Und dies ist überall der wesentlichste Vorzug der neuen Analyse. 

Ich gehe nun dazu über, die vorher abgebrochene Entwickelung der 
neuen Analyse weiter fortzuführen. Ich hatte oben aus der Idee der Kon- 
gruenz das innere Produkt zweier Strecken abgeleitet. Jede Strecke erschien 
als Differenz zweier Punkte, und das innere Produkt zweier Strecken also in 
der Form {a — b)x {c — rf), wo a. b, o, (^Punkte sind. Um von hier aus 
durch Auflösung der Klammern zu inneren Produkten von Punkten, und von 
Punkten mit Strecken zu gelangen, will ich mich eines allgemeinen Ableitungs- 
gesetzes bedienen . welches überhaupt für die neue Analyse von dei- grössten 
Wichtigkeit ist. Nändich: 

« Wenn gewisse Gesetze allgemein gelten für Differenzen je zwmei' Grössett 
aus einer GrÖssenreihe [a, b, c . . . .), und man hat irgend eine Gleichung (A), 
worin jene Grössen [a, b, c . . . .) nur zu Differenzen gepaart vorkommen, und 
man leitet aus dieser Gleichung {A) dadurch, dass man jene Gesetze auch auf 
jene Grössen selbst statt auf ihre Differenzen anwende, eine neue Gleichungs- 
form [B) ab : so erhält man aus ihr, wenn man statt der GrÖssenreihe {a,b,c ... .) 
die Reihe der Differenzen {a — r, b — r ....) dieser Grössen von irgend einer 
beliebigen Grösse (r) dieser Reihe setzt, jedesmal eine richtige Gleichung; und 
%oenn B wieder jene Grössen nur zu Differenzen gepaart enthält, so ist auch B 
selbst eine richtige Gleichung; und swar erfolgt dies alles auch dann noch, 
wenn man für solche Differenzen nur das Gesetz allgemein annimmt, dass 
[a — b] + [6— c) = a — csei^).» 

In der That, da (n — b) + [b—r) = n — r ist, also auch 
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(35) .... a_4 = („-r)-(6-.-), 
SO kann man aus der Gleichung A durch dies für die Differenzen vorausgesezle 
Gesetz eine Gleichung A' ableiten, in welcher statt der Grössen a, b, c — , die 
in A vorkommen, nur die Differenzen a — r, b — r, c — r .... eingetreten sind. 
Leite ich nun aus A dadurch, dass ich die für Differenzen jener Grössen allge- 
mein geltenden Gesetze auch auf diese Grössen selbst anwende, eine Glei- 
chungsform B ab, so werde ich, indem ich dieselben Gesetze auf die Differenzen 
a — r, b — r . . . .-statt auf«, b . . . . selbst anwende, zu einer richtigen Glei- 
chung B' gelangen, welche sich von B nur dadurch unterscheidet, dass statt 
der Grössen a, b . . . . ia B hier die Differenzen a — r, b — r . . . . eingetreten 
sind. Kommen femer in der Gleichuiigsform B die Grössen a, b . . . . nur zu 

Differenzen gepaart vor, so werden auch in B' die Differenzen a — r, b — r 

nur wiederum zu Differenzen gepaart vorkommen. Statt jeder solchen Diffe- 
renz der Differenzen a — r, b — r . . . . kann ich aber nach dem durch die 
Gleichung (35) dargestellten Gesetze die entsprechende Differenz der Grössen 
a, b .j.. selbst setzen, ohne dass die Gleichung aufliört eine richtige zu sein. 
Dadurch erhalte ich aber aus B' die Form B. Da also B" eine lichtige Glei- 
chung war, so ist es unter der zuletzt gemachten Voraussetzung auch B. 

Hieran schliesse ich nun die Definition, welche vermöge des so eben be- 
wiesenen Satzes vollkommen ausreicht füi- alle analytischen Gesetze dei' Punkt- 
verknüpfungen, wenn die der Streckenverknüpfimgen bekannt sind. Nämhch; 

ikEine Gleichung {B), welckfi Punkte enthält, die wä^stefis nicht alle zu 
Differemsen gepaart sind, setze ich dann und nur dann als richtig, wenn sich 
eine richtige Gleichung [A] aufßnden lässt, in -welcher die Punkte nur zu Diffe- 
renzen gepaart vorkommen, und welohe die Beschaffenheit hat, dass man aus 
ihr, wenn man die bisher für Strecken allgemein erwiesenen Verknüpfungsgeselze 
auch auf Punkte anwendet, die gegebene Gleichung (B) ableiten kann ^).» 

Hieraus folgt sogleich, dass, wenn man eine richtige Punktgleichung fi 
hat, in welcher die Punkte wenigstens nicht alle zu Differenzen gepaart sind, 
und man aus ihr dadurch, dass man die Punkte wie Strecken behandelt, eine 
Gleichungsform C ableitet, in welcher gleichfalls wenigstens nicht alle Punkte 
zu Differenzen gepaart sind, diese gleichfalls eine richtige Gleichung ist. Denn 
nach der Definition ist B nur dann richtig, wenn sie sich aus einer richtigen 
Streckengleichung A durch Anwendung der für Strecken geltenden Gesetze 
auch auf Punkte ableiten lässt. Da nun aus A auf solche Weise B, aus B 
wieder C abgeleitet ist, so ist also auch aus A die letzte C auf solche Weise 
ableitbar, also G richtig. Aber vermöge des vorhergehenden Salzes [1 2) können 
wir, da für die Strecken a—b, b — c, auch wenn ä, b, c Punkte sind, die 
Voraussetzung jenes Satzes, dass {a — b) + [b — c) ^ a — c is^ allgemein gilt, 
noch weiter gehen, und sagen, auch wenn C eine Streckengleichung ist, die aus 
B auf die angegebene Weise hervorgeht, sei sie richtig; denn dann geht C 
auch aus A auf solche Weise, nämlich durch Anwendung der für Strecken gel- 
tenden Gesetze auf Punkte hervor, also ist C auch nach dem angeführten Satze 
richtig, wenn A es ist. Also; 

I) Erklärung 8, 
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« Wen» man eine nthlige Gleichung, welche Punkte enthält, dadurch, dass 
man die für Strecken allgemein geltenden Gesetze auch auf Punkte anwendet, in 
eine andere Gieiohung umitandelt, so ist diese gleichfalls richtig. » Diesen Satz 
kann ich auch so ausdrucken und erweitern: 

«Alle für Strecken allgemein gellenden Verknüpfungsgesetze gellen auch 
für Punkte und überhaupt für PunktgrÖssen ^),)> nämlich auch für PunktgrÖssen 
dämm, weil dieselben Gesetze, die für Strecken allgemein gelten, auch für 
Vielfache derselben, da diese Vielfachen gleichfalls Strecken sind, gelten müssen, 
also auch für die Vielfachen der Punkte , d. h, tur PunktgrÖssen. Ferner folgt 
vermittelst desselben Satzes (12), da jede richtige Punktgleichung (B) nach 
der Definition (8) aus einer richtigen Streckengleichung A ableitbar ist, also 
der in jenem Satee [12) für die Punktgleichung B aufgestellten Bedingung 
unterliegt, derSatx: 

».Eine richtige PurJctgleichung bleibt richtig, wenn man statt der sämmt- 

lichen darin vorkommenden Punkte (a, b ) die Differenzen (u — r, b — r — ) 

derselben von einem und demselben Punkte (r] setzt^).^ä 

Durch Anwendung dieser beiden Sätze (13 und 14) gehen aDe Gesetze 
der Verknüpfungen von Punkten und Punk^rÖssen aufs leichteste hervor, wenn 
man die Gesetze der Verknüpfungen von Strecken kennt. Ich will daher hier 
gelegentlich und zur besseren Vergleichung auch die Gesetze der Addition und 
Subtralttion der PunktgrÖssen aus denen der Strecken ableiten. Sind a, b,c.... 
Punkte , und a, ß, y ■■■■ Zahlgrössen , und ist zuerst 
« + /J + ;-.-..= 0, 
so hat man, wenn r ein beliebiger Punkt ist, 

aa + (ih + .... = ß« + ßb + .,,. - [n + ß ^ -- .] r 

— a{a-~r) + ß{b-r) + 

d. h., wenn wir a,ß.--- die Gewichte der PunktgrÖssen aa,ßb...., (« + /;'+...-) 
\\iY Gesammtgewicht; und (/(a — r] -\- ß{b — r] ■{-... . 'i\iTB Gesammtabwei- 
chung von dem Punkte )■ nennen : 

«.Eine Summe von PunktgrÖssen, deren Gesammtgetuicht null ist, ist eine 
Strecke; ihre Gesammtabweichung von einem verwiderlichen Punkte ist konstant, 
und der Strecke gleich, die ihre Summe *s(^).» 

Femer ist das Gesammtgewicht nicht null, so sei ihre Summe einer noch 
unbekannten Punktgrössc ^x gleich gesetzt, wo y eine Zahlgvösse, x ein 
Punkt ist, also 

(35) . , . ,, oa + ßb + .... = (>x. 
so ist nach Satz 1 4 

(36) .... a[a^r]-\- ß{b — r) + ..--^i,{x^r]. 
Subtrahirt man diese Gleichung von (35), so hat man 
(ß + /'^ +....) '■ = jir, 

i) Sali 13. 
3) Salz U. 
3| Salz ib. 
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aiso wieder nach Satz 14, wenn r' ein anderer Punkt ist, 

(« + /j + ^...)(r-/) = (,(r-r'J, 
was eine Streckengleichung ist, aus welcher folgt 

(37) , . . , „ + /J + ..., = p. 
Substiluirl man diesen Werth in (36), so hat man 

(38) .... a(a~r]+ l-!{b-r] + .... = {a + ß + ....) [x-r), 
oder da (c + /? + ....) nicht null ist, 
,39) „(„-,) -).^i(i-,) + . ... 

Wird nun x aus dieser Gleichung bestimmt, was durch eine einfache Kon- 
struktion möglich ist, so ist auch Gleichung (38) richtig, also ist. da (35), 
nachdem für p und x die gefundenen Werthe substituirt sind, unmittelbar 
aus (38) hervorgeht, nach Satz 13 auch (35) richtig, während die vorher- 
gehende Entwickelung zeigt, dass, wenn (35) richtig sein soll, p und x noth- 
wendig den in (37) und (38) gegebenen Bestimmungen unterHegen müssen. 

Setzen wir übrigens in (36) x gleich r, so haben wir 
(40) .... a{a~x]+ß{b-x) + ....==0 
Bekanntlich nennt man diesen Punkt x den Schwerpunkt zwischen den mit den 
Gewichten a, ß . . . . behafteten Punkten a, b . . . ., oder mathematischer aus- 
gedrückt die MiUe ziotschen den PunktgrÖssen aa, ßb . . . . Also: 

«Eine Summe von PurtktgrÖssm, deren Gesammtgemckt nicht null ist, ist 
vneder eine Punktgrösse , deren Gewicht das Gesammtgetoicht dm' addirten 
PunktgrÖssen (37), und deren Ort die MiUe zwischen ihnen ist (38); die Ge- 
sammtabweichung der PunktgrÖssen von einem beliebigen Punkte ist gleich der 
ihrer Summe von deinselben Punkte (36), ihre Gesammtabweichung von der 
Mitte ist cdso null (40), und die Mitte wird also auch gefunden (39), wenn man 
von einem Punläe die Strecken nach den Orten der PunktgrÖssen zieht, diese 
Strecken mit den zugehörigen Gewichten multiplidrt, die Produkte addirt, die 
Summe durch das Gesammtgewickt dividirt, und eine diesem Quotienten gleiche 
Strecke zieht, welche jenen Punkt zmn Anfangspunkte hat; dann ist der End- 
punkt dieser Strecke die gesuchte Mitte^).» Wenn wir sagen, das Gewicht 
einer Sirecke sei null, und wenn wir Strecken und PunktgrÖssen zusammen 
Grössen erster Stufe nennen, so §ilgt aus,_Satz 15 und 16 sogleich der Satz: 
«/Jas Gewicht einer Summe von Grössen erster Stufe ist gleich der Summe der 
Gewichte der Summanden» oder allgemeiner: 

nEine Gleichung zwischen Grössen erster Stufe, d, h. eine Gleichung, in 
welcher die Grossen erster Stufe nur der Addition, Subtraktion, Vervielfachung 
und Theilung unterworfen sind, bleibt richtig, wenn man statt der Grössen erster 
Stufe ihre Gewichte setzt^].» 

Ich gehe nun zu den inneren Pi-odukten von 2 Grossen erster Stufe über. 
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Sowohl das innere ProduJd zweier PunktgrÖsseii, als auch das einer Punkt- 
grösse in eine Strecke lässt sich als Differenz zweier Quadrate oder als Viel- 
faches dieser Differenz dai'steUen, In der That, wenn im Folgenden unter a, 
b, c Punkte, unter c, ß, y ZahlgrÖssen, unter p eine Strecke verstanden ist, 
so hat man 

a' - J' = (« + 6) X (a - 6) = 2^' X 2(a-i), 

Dei letzte 4u'-diuck ist ein Produkt eines Punktes und einer Strecke. Hat 
man dihei ugend ein Produkt einer Punktgrösse und einer Strecke, etwaj^cXp, 

a+ 6 
welches gleith cXyp ist, so hat man nur -ä" • gleich c iind 'i{a — 6) gleich 

yp zu setzen wodurch a und b bestimmt sind, wenn y, c,p gegeben sind, und 
erhalt dann j-c x p = ts^ — b^, wodurch das innere Produkt einer Punkt- 
grösse m cme SUecke auf die Differenz zweier inneren Punktquadrate zurück- 
gefuhit ist Fbcii so ist 

a{a^—p'] = aia-Vp) X (a—p), 
wo a + y und a — p Punkte sind. Hat man daher irgend ein Produkt zweier 
Punktgrossen ßb X yc, welches gleich ßyb X c ist, so hat man nur a gleich 
ßy b gleich a + p und c gleich a — p zu setzen, wodurch a, a, p bestimmt 
sind wenn ß j b, c gegeben sind, und erhält dann ßb x yc gleich a {a^ — p^. 
Beide Resultate m Worten ausgedrückt: 

«Das Produkt einer Pwnktgrösse und einer Strecke ist gleich der Differenz 
{a^ — 6^) der Quadrate zweier Punkte a und b, welche den Ort der Punkt- 
grösse in der Mitte zioischen sich haben, und deren Abstand [a — b) gleich der 
mit dem halben Getcichte der Punktgrösse mtdtiplidrten Strecke jenes Produktes 
ist. Und das Produkt zweier PunktgrÖssen ist gleich der mit einem Koefficienten 
a mulUplicirten Differenz a^ — p^ der Quadrate eines Punktes a und einer- 
Strecke p, indem der Koeffident a gleich dem Produkte der Gewichte beider 
PunktgrÖssen, der Punkt a die Mitte zwischen ihren Orten und das Quadrat 
der Strecke p gleich dem Quadrate des Abstandes eines dieser Orte von der 
Mitte ist.» Statt a{a'^ — p^) können wir auch schreiben aa^ — ap^; somit 
können wir eine beliebige Summe von inneren Produkten auf die Form 

ßi«i^ + ßsOs^ + -f- ^1 + yij + , 

oder mit der Summenbezeichnung auf die Form 

bringen; wo a ZahlgrÖssen, a Punkte und A innere Strockenprodukte bezeich- 
nen. Also eine jede Gleichung zwischen inneren Produkten wird sich auf 
die Form 



(41) .... S<"f + Sa = • 

lun diese Gleichung richtig 
Sa[a~r)^ + SÄ = 



bringen lassen. Soll nun diese Gleichung richtig sein , so muss nach Satz 1 i 
für jeden Punkt f 
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sein, d. h. 

[43) . . . Sß«' + S^ - 2r X S^' + r' S«" = 0. 
Diese Gleichung von der gegebenen {41 ) suMrahirt, erhält man 

(44) .... 2r X S^ ^ r^ S;^ = 0. 
Also wieder nach Satz '14 für jeden Punkt r' 
(»5) . . i{,— r'] X S« («->■') — {•—'■■)' S» = 0, 

Da man )■ und / beliebig wählen kann, so kann man r \on r verschieden 
annehmen, und r so wählen, dass die Sti'ecke r — r senki-echt wird gegen 

die Strecke !^a{a — r'); dann wird in (45) das erste Ghed (nach Satz 3) null; 
also erhalt man 

(,■ — /)' S« = »; 

und da hierin r von r verschieden, also (r — r')^ nicht null ist, so muss 

(46) .... S« ^ 

sein. Substituirt man diesen Werth in die Gleichung (45), welche für alle Lagen 
der Punkte r und / eilt, so hat man 



^r~r') X Sa{a-r'} = 

noch immer für jede Lage der Punkte )■ und /. Nun kann man hier also auch 
r so wählen, dass es von / verschieden, aber r — r' nicht senkrecht auf 

^a{a — r) ist; dann muss (nach Satz 3) \^n[a — r] null sein; also, da 

j-'S« 'i=i<;'» (iß) "»11 'St, .so muss 

(47) .... S«« = ** 

sein. Diese Gleichung schliesst (nach Satz 47) die Gleichung (46) mit ein. 
Wenn nun ausser dieser Gleichung (47) noch für irgend einen Punkt r die Glei- 
chung (42) gilt, so folgt daraus, weil aus (42) die (43) hervorgeht, und diese 
vermöge (47) und der von dieser mit eingeschlossenen (46) sich in (41) ver- 
wandelt, die Richtigkeit dieser letzteren. Also eine Gleichung von der Form 
(41 ) ist dann und nur dann richtig, wenn die Gleichung (47) und für irgend 
einen Punkt r die Gleichung (42) staltfindet. Diese ganze Schlussreihe fasst 
einen ausserordentlichen Reichthum von Beziehungen in sich, die ich nun, wie 
aijch den Satz selbst in Begriffe kleiden will. 

Ich will die Grösse r/a die Mittelgrösse de-, vielfachen Punktquadrates ««- 
nennen und sagen , die MiitelgrÖsse eines inneren Streckenproduktes sei null, 
ferner will ich die Grösse ß(a— r)" die Ahoeickung des vielfachen Punktqua- 
drates aa^ von dem Punkte r nennen und sagen, die Abweichung eines inneren 
Streckenproduktes von einem beliebigen Punkte sei diesem inneren Streekenpro- 
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dukte selbst gleich. Seteen wir dies fest, so lasst sich das Resultat der vor- 
hergehenden Entwickelung in folgenden Satz fassen : 

«Eine Gleichung, deren Glieder vielfache Ptmictquadrate und innere Slre- 
ckenprodukte sind, ist dann und nur dann richtig, wenn die beiden Gleichungen, 
welche hervorgehen, toenn man einestheils statt der Glieder ihre Mittelgrössen 
und anderntheüs statt derselben ihre Abweichungen von irgend einem Punkte 
[r) setzt, richtig sind.» 

Wir können diesen Satz in noch einfacherer und allgemeinerer Form aus- 
sprechen, indem wir unter der Mittelgrösse und unter der Abweichung einer 
Summe von vielfachen Punktquadraten und inneren Streckenprodukten, wenn 
diese Summe sich nicht auf Ein solches vielfaches Punktquadrat oder auf Ein 
inneres Streckenprodukt zurückführen lässt , die Summe aus den Mittelgrössen 
oder aus den Abweichungen der Stücke jener Summe verstehen , die Abwei- 
chungen nämlich immer auf denselben Punkt bezogen. Ferner will ich jene 
vielfachen Punktquadrate sowohl als auch die inneren Streckenprodukte und 
beliebige Summen beider Arten von Grössen innere Grössen nennen. Dann 
folgt unmittelbar der allgemeine Satz: 

«.Jede Gleichung, deren Glieder, innere Grossen sind, ist dann und nur 
dann richtig, toenn die beiden Gleichungen, welche hervorgehen, tcemi man eines- 
theils statt der Glieder ihre Mit/elgrÖssen und andemlheils statt derselben ihre 
AbweAchungen von irgend einem Punkte r setzt, richtig sind. » Oder : 

«Gleiche innere Grössen haben gleiche Mittelgrössen und gleiche Abwei- 
chungen von jedem beliebigen Punkte, und umgekehrt ioenn zivei innere Grössen 
gleiche Mittelgrössen und gleiche Abioeichungen von irgend einem Punkte haben, 
so sind sie einander gleich ^).b 

Wir gehen nun von diesen allgemeinen Sätzen zu den besonderen Fällen 
über, um überall mögliebst bestimmte Anschauungen zu gewinnen. Betrachten 
wir die Summe beliebig vieler iimerer Grössen, die immer in der Form 

Sß«" + S'^ 

dargestellt werden kann, so können hier 3 wesentlich ^ ei srhiedene Fillt ein 
treten, welche die 3 Arten von inneren Grössen liefein Namlich die bummo 
der Mittelgrössen oder, was dasselbe ist, die Mittelgrösse der Summe kann null 
oder eine Strecke oder eine PunktgrÖsse sein. Nach diesen 3 Hauptfallen 
wollen wir die Beti'achtung der besonderen Fälle sondern Eiotenb nu.enn du 
Summe der zu den inneren Grössen gehörigen Mittelgj ossen aho auch dio zu 
der Summe jene)- inneren Grössen gehörige Mittelgrosse selb'it null tst so ist 
diese Summe ein inneres Streckenprodukt, nämlich dasjentge uas der Summe 
der Abtüeichungen jener inneren Grössen von irgend emem Punkte gleich «( ^) » 
Dies ergiebt sich nicht nur aus obigem Satze 18, 'iondein auch unmittelbai 
indem dann 

haa^ + S^ = Sß«- — ärSß« + r'^a -f- S^ 
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iüt, weil ^na und also auch J^g null sind, aiso ist joner Ausdniciv 

= S»(o-'-)= + S^ 

da 

(48) . , . S^ - 2rSM + r'S» = S« («-•■)■' 

ist. Zugleich liegt hierin der direkte Nachweis, dass in diesem Falle die Summe 
der Abweichungen von einem veränderlichen Punkte konstant ist, also namenllich 

konstant ist, wenn )■ veränderlieh und i^aa null ist. Dio beiden anderen Fälle 
nun rühren uns zu den Begriffen der neuen Grössen. Nämlich es sei zweitens 
die Summe der Mittelgrössen eine Strecke jj, d. h. (nach Satz 15) die Summe 
ihrer Gewichte sei null. 

Ich gehe hier von dem einfachsten Falle aus, nämlich von der Belr-ach- 
tung der Summe d^ + { — 1)6^, oder, was dasselbe ist, der Differenz d^- — 6'^ 
also der Differenz zweier Punktquadrate. Diese ist, wie wir schon oben zeig- 
ten, einem inneren Produkte von Punkt und Strecke gleich, nämlich 

d- — b- = {a + b] x(a — b), 

und selzen wir hier a -{• b ^= 2c, so dass also c die Mitte ist zwischen a und 
b. und setzen wir die Strecke « — b ^ p, so folgt, dass 

(49) .... d- + { — H ]b- =^^cxp = cx%p 
ist, wenn 

(30) « + ö = 2c, und rt — & = i> 

ist. Durch diese Gleichungen ist die Mittelgrösse und die Abweichung eines 
inneren Pi-oduktes c x 2p von Punkt und Strecke bestimmt, da sie der Mittel- 
grösse und Abweichung der ihm gleichgesetzten Summe a^ + ( — 1 )b^ gleich 
sein muss. Nun ist die Mittelgrösse dieser Summe gleich a + ( — ^ )b=: a — b 
^ p, d. h. die MitteigrÖsse eines inneren Produktes von Punkt und Strecke 
ist der Hälfte dieser Strecke gleich. Ferner die Abweichung der Summe 
d^ + (— i)6^ von r ist (a — r)^ -f- ( — i){b — r)\ Dies ist gleich 
a^ — li- — 2(a — 6) X r, also gleich (a + b — 2r) X (a — b), also aus 
(50) substituirt gleich (c — r) x %p. Also ist auch der zuletzt gefundene 
Äusdi-uck die Abweichung des inneren Produktes <; X 2p von dem Punkte r, 
d. h. , die Abweichung eines inneren Produktes c X g aus Punkt und Strecke 
von einem Punkte [r] ist einem inneren Streckenprodukte gleich, dessen einer 
Faktoi' die Strecke jenes Produktes und dessen anderer Faktor die Abwei- 
chung (c — r) des Punktes (c) jenes Produktes von dem Punkte r ist. Habe 
ich nun eine beliebige Summe innerer Grössen ^a<^ + \^A von der Art, 
dass der Mitteiwerth dieser Summe eine Strecke p ist, so ist die Frage, ob ich 
auch diese Summe einem inneren Produkte c X. q eines Punktes c in eine 



y Google 



46 Geometrische Analyse 

Strecke q gleichsetzen kann. Es wird diese Gleichheit dann und nur dann 
stattfinden (nach Satz 18), wenn die Mittelgrösse sowohl als die Abweichung 
von irgend einem Punkte r bei i^ai^ + i^A eben so gross sind als bei cXq. 
Die Mittelgrösse von cxq wird also dann gleich f, also q=%p sein müssen, 
und die Frage ist nur noch, ob c so gewählt werden kann, dass die Abwei- 
chung des Produktes c x 2p von einem Punkte r gleich der Abweichung jener 
Summe von demselben Punkte r sei; es sei die letztere Abweichung Ar', wo 
also A^ ein inneres Strecken pro dukt darstellt. Es fragt sich also, ob c so ge- 
wählt werden kann, dass 

[51) .... [c — r) X %p = A^ 
sei. Man nehme zuerst irgend einen Punkt c von der Beschaffenheit, dass 
[c' — r] x'ip nicht null ist, d. h. c von r verschieden, und c' — r nicht 
senkrecht gegen p ist , so wird, da innere Streckenpi-odukte immer mit Zahlen- 
grössen proportional sind (Erklärung 3 und 4), 

(c' ^- r) X 2p =^ mA, 
gesetzt werden können, wo m irgend eine Zahlgrösse bedeutet, die nicht null 

1 , 
ist. Nimmt man dann fc — r] =^ — (c — r), d. h. , nimmt man eine Strecke, 

^ ' m^ " 

deren Anfangspunkt r ist und welche gleich dem m-ten Theile der Strecke 
(c' -— r) ist, und nennt den Endpunkt derselben c, so ist (e — r] X ^p ^ 
\ , 1 

~(c — r) x'ip ^ —mA,. = A^, d. h., der so gefundene Punkt c genügt 

der Gleichung (51). Also ist nun in der Thal ex 2p jener Sumraägleich. Ehe 
wir dies Resultat in Form eines Satzes aussprechen, wollen wir die Bedeutung 
eines inneren Produktes von Punkt und Strecke ins Auge fassen ; diese Bedeu- 
tung hängt von der Beantwortung der Frage ab, wann zwei solche Produkte 
a Xp und b X q gleichgesetzt werden können. Sollen sie gleich sein, so 
muss zuerst ihre Mittelgrösse gleich sein, also muss zuerst p = q sein. Es 
fragt sich also , wann a X p = b x p sei. Offenbar dann und nur dann, 
wenn [a — b) x p=0 , d. h. entweder a = b , oder a — b senkrecht gegen 
p ist, also zusammengefasst, wenn a und b in Einer gegen p senkrechten Ebene 
liegen. Da also zwei Produkte von Punkt und Strecke dann und nur dann 
gleich sind, wenn diese Strecke und die durch den Punkt gegen die Strecke 
senkrecht gelegte Ebene zusammenfällt, so bestimmt jene Strecke und diese 
Ebene den Begi'iff jenes inneren Pi-oduktes. Wir nennen daher das innere 
Produkt eines Punktes in eine Strecke eine Ebenengrösse oder eine Plangrösse, 
und zwar zur Unterscheidung von der bei der äusseren Multiplikation sich 
ergebenden Plangrösse ( Grassm. Ausdehnungsl §. 114) eine innere Plangrösse, 
und die Fläche, in weicher der Punktfaktor jenes Produktes si<;h frei bewegen 
kann, ohne den Werth des Produktes zu ändern, die Faktorfläche der Plan- 
grösse, Nach diesen Bestimmungen können wir nun die gewonnenen Resultate 
in folgendem Satze zusammenfassen : 

«Das mne}-e Produkt eines Punktes in eine Strecke ist eine innere Plan- 
grösse, deren Mittelgrösse die Hälfte dieser Strecke, und deren Fnktorfiäehe die 
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durch den Punkt gegen die Strecke senkrecht gelegte Ebene ist. Die Abweichung 
derselben von einem Punkte r ist gleich einem inneren Produkte, dessen einer 
Faktor der Hälfte ihrer Mittelgrösse (oder der Strecke jenes Produktes) gleich 
ist, und dessen anderer Faktor die Abweiehung eines beliebigen Pimktes der 
Faktorfläche von dem Punkte r ist. Die Summe mehrerer innerer Grössen ist 
dann und nur dann eine innere Plangrösse, wenn die Mittelgrösse jener Summe 
einer Stecke von geltendmi Werfhe (d. h. die nicht null istj gleich ist^).» 

Hierin liegt auch der besondere Satz, dass die Summe von Plangrössen, 
wenn die Mittelgrösse der Summe nicht null ist, wieder eine Plaugrösse liefert, 
während schon in Satz (19) nachgewiesen ist, dass diese Summe, wenn ihre 
Mittelgrösse null ist, einem inneren Streckenprodukte gleich sei. Um die innere 
Plangrösse mit der äusseren (Ausdehnungsl. §. Ili) vergleichen zu können, 
sei eine beliebige Gleichung zwischen inneren Plangrössen und inneren Stre- 
ckenprodukten 

(52) . . . . Sa X p + S<} X V --^= 

gegeben, worin die Grössen a Punkte, die Grössen p, q, v Strecken vorstellen, 
und es seien die den Grössen p, v senkrecht proportionalen Flächenräume P, V 
(vergleiche Erklärung 5). Dann werden die äusseren Produkte a . P äussere 
Plangrössen sein , die äusseren Produkte q . V aber Körperräume darstellen 
Nun lässt sich leicht nachweisen, dass, wenn die Gleichung (52) richtig ist, 
auch die Gleichung [53) 

(53) ■ . . . . S« . p + S? ■ y = 

richtig sein müsse und umgekehrt aus [53] wieder (52) hervorgeht. Denn die 
erstere (52) ist nach Satz 4 8 dann und nur dann richtig, wenn J^p ::= und 

(54) . . . S(»-'') X ? + Sq-xo = 

ist, letztere für irgend einen Punkt v, und ebenso die letztere (53) nach 
Grassm. Ausdehnungslehre §.112 dann und nur dann, wenn J^/* ^= und 

(55) . . . S(«-'-) • p + sr^ = ö 

ist, letztere lur irgend einen Punkt r. Nun haben wir oben (Salz 5, b) nach- 
gewiesen, dass, wenn jene Gleichungen (54) gelten, auch diese (55) gelten 
müssen und umgekehrt, also wird auch (52) richtig sein, wenn (S3) es ist, 
und umgekehrt. Also: 

•ilnnere Produkte, von deren beiden Faktoren jedesmal wenigstens einer 
eine Strecke, der andere eine beliebige Grösse erster Stufe ist, verhalten sich 
wie die äusseren Produkte, welche hervorgehen, wenn man statt jener Stecken 
die senkrecht proportionalen Flächenräume setzt, den andern Faktor in jedem 
Produkte unverändert lässt und das Zeichen der inneren Multiplikation in das 
der äusseren verwandelt, d. h-, jede richtige Gleichung zivischen jenen inneren 
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Produkten bleibt richtig, wenn man statt ihrer diese äusseren Produkte setzt 
und umgekehrt^).-» 

Wegen dieser Uebereinstimmung in der Bedeutung habe ich beide Grössen- 
ai-ten mit dem gleichen Namen dei' Plangrössen bezeichnet. Ich will nun noch 
die Addition zweier Plangrössen und die einer Plangrösse und eines inneren 
Streckenproduktes im Einzelnen durchgehen. Bei der Addition zweier Plan- 
grössen kömien wir 2 Fälle unterscheiden, nämlich dass sich ihre Ebenen 
schneiden oder nicht. Im erstcren Falle sei a ein gemeinschaftlicher Punkt 
beider Ebenen, so ist ax p + a X q = a X {p + q), d. h. «.die Summe 
ziveier Plangrössen, die sich schneiden, ist eine Plangrösse, der&i Ebene mit den 
Ebenen der beiden zu summvrenden Plangrössen eine gleiche Durchschnittskante 
hat, und deren MillelgrÖsse die Summe ist aus denen der Summanden.y) Wenn 
die Ebenen sich nicht schneiden, d. h. also parallel laufen, so werden die 
MittelgTOSsen Vielfache derselben Strecke p sein. Sind dann a X cp und 
b X ßp die beiden Summanden, so ist 

a X op + b X ßp = {cta + ftb] X p = s X (fi + ß)p, 

wenn [a + ß)s =: oa ■{■ ßb und c. + ß nicht null ist, d. h. s die Mitte zwi- 
schen (xa und ßb ist. Also «die Summe ztoeier paralleler Plangrössen ist, 
wenn die Summe ihrer Mittelgrossen nicht null ist, eine Plangrösse, deren Mittel- 
grosse die Summe ist aus denen der Summanden, und deren Ebene rfenm der 
Summanden parallel ist und so liegt, dass, wenn man eine Gerade zieht, welche 
diese Ebene in s schneidet und die Ebenen der Summanden in a und b , s die 
Mitte ist zwischen zwei Punktgrössen, die in a und b Hegen und deren Gewichte 
sich wie die zugehörigen Mittelgrössen der Summanden verhalten. » 

Wenn die Summe der beiden Mittelgrössen null ist, so folgt, da aXp — 
6Xp=^ [a — i)xpist, «.dass dann die Summe ein inneres Streckenpro- 
dukt sei, dessen einer Faktor 'die Hälfte p von der Mittelgrösse des einm Sum- 
manden, und dessen anderer Faktor eine beliebige Strecke von einem Punkte in 
der Ebene des anderen Summanden nacti einem Punkte in der Ebene des ersteren 
ist.-» Da endlich aXp + qxp::={a-\-q)xp ist, so folgt: » Die Summe 
einer inneren Plangrösse und eines inneren Sireckenproduktes ist wieder eine 
innere Plangrösse, deren Mitteltverth gleich ist dem der ersteren und deren Ebene 
dadurch hervorgeht, dass die Ebene jener ersteren Plangrösse um eine Strecke q 
vorrückt, welche mit der Hälfte p der Mittelgrösse ein inneres Produkt liefert, 
das dem gegebenen inneren Streckenprodukt gleich ist-y) 

Nun schreite ich zu dem dritten Falle der Addition innerer Grössen , wo 
nämlich die Mittelgrösse der Summe eine Punktgrösse ist. Und dieser Fall ist 
es, der zu ganz neuen , keiner der früheren GrÖssengattungen proportional zu 
setzenden Grössen führt. Zuerst kann man jedesmal jede solche Summe, deren 
Mittelgrösse eine Punktgrösse ca ist, die nicht null ist, gleich oo^ + A setzen, 
wenn nur A die Abweichung jener Summe von dem Punkte a ist ; denn die 
Abweichung der Grösse ra^ + A von dem Punkte a ist gleich A, also Mittel- 
gi'Össe und Abweichung von dem Punkte a dann auf beiden Seiten gleich, also 

1 ) Satz 21 . 
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die Gleichung richtig (nach Satz 18). Da hier aa, also auch a nicht null sein 

A 
soll, so kann man slatt au + .^1 auch «chieiben a{a~ + Ä'), wo A' = — . 

Es treten hiei fui die naheie Betrachtung 3 wesentlich verschiedene Fälle 
hervor, je nachdem namlieh 4' negatu positiv oder null ist. Im ersteren Falle 
sei A' = — p^ bo ■wiLci aya" + 4') ^loich 

a{a- —f) = a{a + p]x{a — p), 

d. h. gleich dem vielfachen inneren Produkte zweier Punkte, deren Mitte a und 
deren Entfernung von der Mitte quadrirt p^ giebt. Die Mitlelgrösse oa eines 
solchen vielfachen Punktproduktes ist also die mit dem Koefficienten multipli- 
cirte Mitte beider Punkte (daher der Name Mittelgrösse), und die Abweichung 
desselben von der Mitte ist das mit dem Koefficienten multiplicirt© Quadrat der 
Entfernung eines der beiden Punkte von ihrer Mitte. Hieraus folgt also sogleich, 
dass zwei vielfache innere Punktprodukte gleich sind, wenn der Koeffieient, die 
Mitte der Punkte und das Quadrat der Entfernung dieser Punkte von der Mitte 
bei beiden gleich sind; oder anders ausgediuckt, ein solches Produkt behält 
seinen Werth, wenn der Koefßcient konstant ist und die Punkte Endpunkte 
eines Durchmessers einer festen Kugelfläche bleiben. Da somit ein solches 
Produkt an die Kugelfläche geknüpft ist, so nennen wir das vielfache innere 
Produkt zweier Punkte eine KugdgrÖsse, und jene Kugelfläche, in welcher die 
Punktfaktoren sich bewegen können, ohne den Wertli des Produktes zu ändern, 
die Faktorfläche der Kugelgrösse. Wir gehen nun zu dem andern Falle über, 
wo A' positiv gleich p^ ist, also a{a'- + Ä') =: a{a^ + p") 'st- Dann lasst sich 
a- + p^ nicht in reelle Punktfaktoren zerlegen, also hat dann jene Grösse 
a.[(^ ■\- p^) auch keine reelle Faktorfläche. Dagegen lässt sich diese Grösse 
offenbar als Summe von Punktquadraten oder von vielfachen Punktquadraten 
mit positiven Koefficienten darstellen, und am einfachsten in der Form ß{b^-\-'^']. 
In der That wird dann und nur dann 

ß(a'+i>-) = /5(ö'^ + c"-) 

sein, wenn erstens die Mütelgrösse beider Seiten gleich, also 

b + c ^ « 

aa = ß(b + c), d. h. ^— = a und /9 = g, 

also a die Mitte zwischen b und c ist, und zweitens die Abweichung beider 
Seiten von irgend einem Punkte, z.B. der Mitt« a gleich gross ist. Die dei' 

hnken Seite ist ajx', die der rechten ß{[h— ß)^ + (c — «)"). oder da /i =-^ 
und (6 — aY, da a die Mitie ist zwischerf b und e, gleich (c — «)^ ist, so 
ist die Abweichung der rechten Seite von a gleich a[h — aY . d. h. also 
wenn zweitens (6 — af- = p^ ist. Es lässt sich also jene Grösse ß(a^ + p^) 
in der That als eine mit der Hälfte des Koefficienten a multiphcirte Summe 
der Quadrate zweier Punkte h und c darstellen, deren Mitte o, und deren 
quadrirte Entfernung von der Mitte gleich j? ist. , Daraus folgt, dass man, ohne 
den Wertii des Ausdrucks zu andern , statt der Punkte 6 und c zwei beliebige 
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andere 6' und c' nehmen kann . welche gleichfalls a zu ihrer Mitle haben und 
von o eben so weit abstehen wie jene, oder anders ausgedrückt, welche End- 
punkte eines Durchmessers derjenigen Kugelfläche sind, die die Linie von b 
nach c zu ihrem Durchmesser hat. Also auch diese Grösse c(a^ + p") oder 
ß ( o^ + j1' ) , wo A' positiv ist, bleibt an eine Kugelfläche geknüpft. Wir nennen 
daher auch diese Grösse eine Kugelgrösse, und wollen die Fläche, auf welcher 
sich die Punkte, als deren vielfache Quadratsumme jene Grösse eich darstellen 
lässt, ohne Werlhanderung der Grösse bewegen können, Ai(^ Mittelßäche der 
Kugelgrösse nennen. 

Um diese Idee der Mittelfläche (als einer mittleren) nidier ins Auge zu 
fassen, wollen wir eine beliebige Summe von n Punktquadraten betrachten, 
also etwa «j^ + a^ + ■ ■ ■ oder kürzer geschrieben I^a^, so ist die Mittel- 
grösse dieser Summe I^a oder m , wenn s der Schwerpunkt zwischen den 
Punkten m^, a., . .ist; und die Abweichung von diesem Schwerpunkte s ist 
^{a — s)-. Das arithmelische Mittel sämmtlicher Abweichungen von s ist 



S(- 



was = }r 
gesetzt werden mag. Dann ist 

S»^ = »{s"- + f), 

weil beide Seiten gleiche Mittelgrösse \i^a = ns) und gleiche Abweichung 
von s v^fa — s]^ = np-j haben. Nun ist aber p der Halbmesser der 
Kugelfiiche die wir die Mittelfiäche genannt haben , und ihr Quadrat ist das 
ai ithmetische Mittel zwischen den verschiedenen Abweichungen der Punktqua- 
drate a^ a.2 oder denkt man sich durch jeden der Punkte a^^, a.2 . . . 
eme hugelfliche gelegt, welche die Mitte s zu ihrem Mittelpunkte hat, so ist die 
Mitteltlache eme Kugelfläche mit demselben Mittelpunkt, deren Inhalt (d. h., da 
es eme Flache i»;! deren Flächeninhalt) das ariüimetische Mitlei ist zwischen 
denen jenei kugelflächen, daher der Name der Mittelfläche. Wir nennen somit 
die Giosse an^ + A, wenn a nicht null ist, mag nun A negativ oder positiv 
sein ja auch wenn A null ist, eineKugelgrössc, ihre Mittelgrösse ist oa, ihr 
Mittelpunkt a ihr Gewicht u, ihre Abweichung vom Mittelpunkte ist A. Wir 
nennen diese Abweichung A den Inhalt oder Gehalt der. Kugelgrösse^). Das 
Melfiche Punktquadrat erscheint somit als eine Kugelgrösse, deren Inhalt null 
ist Ehe ich du gewonnenen Resultate in einem Satze zusammenfasse, will 

iih noch dai'iu eimnorn, dass wir — := A' setzten, und wenn A' negativ war. 



i] Hierbpi hat man nicht an den Itiibiachen Inhalt der Kugel zu denken, soniJerii, da 
die Grosse als eine quadratische erscheint, an deo Flacheninhalt, also an den Inhalt der 
Kugelflüche In dei That ist der Inhalt der Kugelgrössen dem mit dem Eoefficienlen 
multiplicirten Flächeninhalt der Kugelfläoho proportional, wenn man nur noch die Kugel- 
fläche wenn &ie Mittelflache ist, positiv, wenn Faktorfläche, negativ setzt. 
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dei- Halbmesser der Faklorflädic quadi'irL — A' (also einen positiven Wertli) 
liefert, hingegen, wenn^' positiv war, der Halbmesser der iVIitfelßäche (juadrirt 
Ä selbst lieferte. Somit erhalten wir den Satz : 

«Es giebt drei Arten innere^' Grössen: die inneren Streckenprodukte, 
welche den ZahlgrÖssen proportional sind, die inneren Plangrössen, ivelche den 
äuss&-en Plangrössen proportional sind, und die Kugelgrössen- Eine Summe 
innerer Grossen liefert ein inneres Streckenprodukt, eine inn^e Plangrösse oder 
eine Kugelgrösse, je nachdem die Mittelgrösse null, eine Strecke oder eine Punlcl- 
grössc ist. In dem letzten Falle ist der Inkalt der Kugelgrösse der Abweichung 
jener Summe von dem Mittelpunkte dieser Kugelgrösse gleich. Wenn dieser In- 
halt null ist, so verwandelt sieh die Kugelgrösse in ein vielfaches oder einfaches 
Punktquadrat ; wenn er nicht null ist, so liefert die Summe entweder eine Kugel- 
grösse mit reelle- Faktorfläche oder .mit reeller Mittelfläche, je nachdem der 
durch das Gewicht dividirte Inhalt der KugdgrSsse positiven oder negativen 
Werth hat Beide Flächen sind Kugelflächen, deren Mittelpunkt der Miitdpunkt 
der Kugelgrösse ist, das Quadrat von dem Halbmesser der Mittelfläche ist dem 
durch das Gewicht dividirten Inhalte gleich, das Quadrat von dem Halbmesser 
der Faktorfläche ist das Entgegengesetzte dieses Quotienten ').» 

Es kommt nun nur noch darauf an, durch möglichst bestimmte geome- 
trische Anschauungen die Summe zweier Kugelgrössen oder einer Kugelgrösse 
mit einer andern inneren Grösse zu lixiren. Zuerst seien zwei innere Grössen 
mit reellen Faktorflächen ( also Kugelgrössen dieser Art oder Plangi-össen ) zu 
addiren, deren Faklorflachen sich treffen (schneiden, berühren oder zusammen- 
fallen) : so werden sich beide, wenn a ein gemeinschaftlicher Punkt ist, in der 
Form a X b, aX c darstellen lassen, wo b und c beliebige Grössen erster 
Stufen sind (Strecken oder Punktgrössen , je nachdem die inneren Grössen 
Plan- oder Kugel-Grossen sein sollen). Da ihre Summe a x (6 4- ") ist, so 
folgt, dass diese Summe auch eine innere Grösse mit reeller Faktorfläche ist, 
deren Faktorfläche mit denen der Summanden dieselben Punkte gemeinschaft- 
lich hat, wie diese unter sich. Also: 

« Zwei innere Grossen mit reellm sich treffenden Faklorflachen liefern als 
Summe wieder eine innere Grösse mit reeller Faktorfläche , deren Faktorfläche 
mit denen der Summanden aUe Punkte gemeinschaftlich hat, die diese unter sich 
gemeinschaftlich haben, und deren Mittelgrösse die Summe aus den Mittelgrössen 
der Summanden !s(^). » 

Hieraus folgt eine höchst einfache Konstruktion der Faktorfläche dei- 
Summe unter den angeführten Bedingungen. Nämlich man konstraire , wenn 
die Summe der Gewichte nicht null ist, nach Satz 1 6 den Ort der Mittelgrösse, 
d. h. die Mitte zwischen den mit den zugehöiigen Gewichten behafteten Mittel- 
punkten beider Kugelgrössen, und schlage um diesen Punkt als Mittelpunkt eine 
Kugelfläehe, welche durch einen der gemeinschaftlichen Punkte beider Faktor- 
flächen geht, so ist diese die Faktorfläche der Summe, und wenn die Summe 
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iler Gewichte null ist, so lege man eine Ebene durch die gemeinschaftlichen 
Punkte beider Faktorflächen , oder wenn sie sich berühren , eine in diesem Be- 
rührungspunkte gleichfalls die beiden Faktorflaehen berührende Ebene, so ist 
diese Ebene die Faktorfläche der Summe. Um auch im allgemeineren Falle 
die Summation der KugelgrÖssen auf geometrische Anschauungen zurückzu- 
führen, will ich noch eine Benennung einfiihi'en, durch welche ich die geome- 
trischen Beziehungen zwischen KugelgrÖssen stets rein geometrisch ausdrücken 
kann. Nämlich ich werde die Kugelgrösse «^ — fp-, welche als inneres Pi-o- 
dukt zweier Punkte (fl + p) X (a — p) erschien, schlechthin einer Kugel- 
fläche gleich setzen, deren Mittelpunkt a und deren Halbmesser p ist. Dann 
ist klar, dass cP + p^, da es gleich «^ — [y' — \pY 'St, als Kugelfläche mit 
reellem Mittelpunkte a und imaginärem Halbmesser |/ — \p erscheint; ich wiü 
eine solche eine ideelle Kugelfläche, und' die Kugelfläche c^ — ■ f^ die ihr ent- 
sprechende reelle Kugelfläche nennen. Noch will ich bemerken, dass der Ge- 
halt einer Kugelfläche ^ — p^ der oben angegebenen Bestimmung gemäss 
gleich dem negativen Quadrat ihres Halbmessers, also gleich — <[?■ , der der 
ideellen Kugelfläehe also positiv ist. Hiernach können wir nun den obigen 
Salz 23 auch so ausdrücken: 

«öj'e Vielfachensumme ztoeier Kugelflächen, die sieh treffen, ist eine viel- 
fache Kugelfläehe oder eine PlaiigrÖsse , je nachdem die Koefficientenmmme gel- 
tenden Werlh hat oder, null ist, ihre Fläche hat mit den gegebenen Kugelflächen 
dieselben Punkte gemeinschaftlich, wie diese unter sich, und ihre Mittelgrösse ist 
die entsprechende^) Vielfachensumme der Mittelpunkte beider Kugelflächen^).» 

Namentlich ist die Fläche der Differenz zweier sich schneidender Kugel- 
flächen die Ebene des Durchschnittes beider, und die Fläche der Differenz 
zweier sich berührender Kugelflächen die Ebene, welche beide in ihrem ge- 
meinschafUiqJien Berührungspunkte gleichfalls beröhrt. Ich betrachte nun zuerst 
die Differenzebene zweier Kugelflächen auch im allgemeineren Falle. 

Es ist die Differenz zweier Kugelflächen Ä und B gleich einer Plangrösse, 
deren Mitlelwerth die Diff'erenz der beiden Mittelwerthe von A und .B-, und 
deren Abweichung von irgend einem beliebigen Punkte gleich der Differenz 
der Abweichungen jener Kugelflächen von demselben Punkte ist. Da nun die 
Abweichung der Plangrösse von einem Punkte ihrer Ebene, aber auch von 
keinem andern null ist, so ist diese Ebene, d. h. die Differenzebene beider 
Kugelflächen der Ort eines Punktes c, in Bezug auf welchen die Differenz der 
Abweichungen beider Kugelflächen null ist, d. h. von dem beide Kugeiflächen 
gleich weit abweichen, d. h. eines Punktes, der, wenn 

A = n'- -\- A, n= Ifi + B 

ist, der Gleichung 

(S6) .... (a- cf^-i-A^ih -cY'i- B . 



1) Dass unter der en Isprechenden Viel fachen summe flie mit donsolbcn Koeffioicnlcn 
verstanden ist, hedarf wohl kaum einer Erwahiiiing. 

2) Sats 23, h. 
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Genüge leistet. Sind zuerst beide Kugelflächen null , also A gleich — p^ , B 
gleich , — cf, wo p und q Strecken, nämlich die Halbmesser der Kugelflächen 
sind , so folgt : 



(S7) 



<-•!* — P=( 



-')' 



Liegt nun c ausserhalb der Kugelfläche A, so ist {a — c)^ > />*, also 
auch [ö, — c}^ ":> q^. Dann ist klar (s. Fig.), dass die-linkc Seite das Quadrat 




der von c an ^, die rechte das der von c an S gezogenen Tangente aus- 
drückt, also sind beide Tangenten gleich lang. Schlägt man daher um c als 
Mittelpunkt eine Kugelfläche, deren Halbmesser diesen Tangenten gleich ist, 
so wird diese senkrecht geschnitten von den gegebenen Kugelflächen Ä und B. 
Der ausserhalb der beiden Kugelflächen A und It liegende Theil der Diffe- 
renzebene ist also der Ort für die Mittelpunkte aller von jenen beiden Kugel- 
flächen zugleich senkrecht geschnittenen Kugelflächen. Liegt c innerhalb A, 
'so ist (ö — c)^ kleiner als p^ , also auch (6 — c)^ kleiner als q^. Dann wird 
man die Gleichung (57) auch schreiben können: 



-{«- 



-{/,-< 
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Dann ist s (s. Fig.) lÜc Hälfte derjenigen Seliiic in jeder Kiigclilachc, die 




durch c halbirt wii'd, und die Gleichung sagt aus, dass diese Hälften Tür beide 
Kugelflächen gleich lang sind. Lege ich also um c als Mittelpunkt eine Kugel- 
flache , deren Halbmesser s ist , so wird diese durch jede der beiden Kugel- 
flächen A und -ß gehalftet, und der innerhalb der beiden Kugelflächen gelegene 
Theil der Differenzebene (wenn es einen solchen giebt) ist also der Ort für 
die Mittelpunkte aller durch A und B zugleich gehällleten Kugelflächen. Also: 
«.Die Differenzebme zweier Kugelflächen ist der Ort für die Mittelpunkte 
aller Kugelflächen, welche von jenen beiden zugleich entweder senkrecht geschnit- 
ten oder gehälßet werden^),» d. h. sie ist das, was man die Ebene der glei- 
chen Potenzen beider Kugelflächen oder ihre ideelle Durchschnittsebene genannt 
hat. Die Konstruktion dieser Difl^erenzebene kann man, wenn die Kugelflächen 
A und B sich nicht schneiden , dadurch leicht auf den Fall zweier sich schnei- 
denden Kugelflächen zurückführen, dass man Kugelflächen zu Hülfe nimmt, 
welche die beiden gegebenen zugleich schneiden^ Die Punkte der geraden Linie, 
in welcher die Ebenen der beiden Durchschnitte einer solchen Kugelfläche 
mit A und ß sich untereinander schneiden, weichen von diesen beiden Kugel- 
fiächen gleich weit ab ^) ; konstruirt man also durch zwei solche schneidende 



■1 ) Salz U. 

2) Unt«r der Abweichung eines Punkfes von einer Kugeliläche verstehen wir nämlich 
s wir unter der Abweicliung dor letzteren von dem ersteren verstandeo. 
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Kugelflächen zwei solche gerade 
Linien, so isl die durch heide 
gelegte Ebene die gesuchte Dif- 
ferenzebene (s. Fig.). Es seien 
zweitens beide Kugelflächen A 
und B ideell, und die ihnen zu- 
gehörigen reellen Kugelflächen 
A' und B' seien durch Kon- 
struktion gegeben, so hat man, 
wenn A = j>^ und B ^ q~, 
also A^ (^ -^ p^, B^b^-\-g-, 
p und g somit die Halbmes- 
ser der ihnen entsprechenden 
reellen Kugolflächen sind , aus 
(56) 




(58) 



(» 



■ o)= + P' 




dann ist v der Halbmesser einer 
A' und B' zugleich hälftenden 
Kugelfläche , deren Mittelpunkt 

c ist (s. Fig.). «.Also ist die Dif- 
ferenzebme zweier ideeller Ku- 
gelfläcken der Ort der Mittel- 
punkle aller Kugelflächen, welche 
die jenen ideellen entsprechen- 
den reellen Kugelflächen halftert.» 
Die Konstruktion dieser Diffe- 
renzebene erfolgt leicht : nämlich 
man ziehe von a und 6 aus die 
gegen die gerade Linie ab senk- 
rechten Halbmesser p und q, 
ziehe eine gerade Linie, welche 
die Vei"bindungs strecke beider 
Endpunkte derselben senkrecht 
hälfet, und durch den Durch- 
schnitt c' dieser Geraden mit ab 
lege man die gegen ab senkrechte Ebene, so isl dies die gesuchte Differenz ebene, 
weil nämlich die mxi c als MiHelpunkl durch die Endpunkte der Halbmesser 
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gelegte Kugelfläche die Kugelflächen A' und B' halftet und die Differonzcbone 
senkrecht gegen ab ist. Endlich sei die eine Kugelfläche, etwa A, reell, die 
andere, B, ideell und B' die ihr entsprechende reelle, so hat man, wenn 
A = d- — p^ B = b^ + 9^ also A = —f, B-^q^ ist, aus (56) 
((j — cY ~f- = {b — c)^ + 9^ = v^. 

Dann ist u der Halbmesser einer um c als Mittelpunkt gelegten Kugelfläche, 
von der A senlurecht geschnitten, B' gehälflet wird. Also: 

».Der Ort der Mittelpunkte aller Kugelfläehen, von welchen eine gegebene 
Kugelßäche A senkrecht geschnitten, und zugleich eine andere B' gehälftet -mrd, 
ist eine Ebene, nämlich die Differenzebene ztoischen der ersteren A und der der 
letsterm entsprechenden ideellen Kugelfläche B. » Die Konstruktion dieser 
Ebene kann man leicht auf eine der beiden früheren dadurch zurückführen, 
dass man die Gehalte — p^ und +g- um gleich viel wachsen oder abnehmen 
lässt, und zwar um so viel, dass dadurch beide Kugelflächen . entweder ideell 
oder reell werden; die Differenz, also auch die Differenzebene wird dadurch 
nicht geändert, und durch dies Wachsen oder Abnehmen entstehen Kugel- 
flächen, die den gegebenen koncentrisch sind, und deren Halbmesserquadrate 
um eben so viel zu- oder abnehmen , die also stets leicht zu konstruiren sind. 
Es kann nun noch die umgekehrte Aufgabe entstehen , nämlich wenn von den 
beiden Kugelflächen A und B die eine A , der Mittelpunkt 6 der andern und 
die Differenzebene beider (welche dann natürlich, wenn die Lösung möglich 
sein soll, eine gegen die Verbindungslinie der Mittelpunkte senkrechte Lage 
haben muss) gegeben ist, die andere ß odei-, wenn sie eine ideelle sein sollte, 
die ihr entsprechende reelle Kugelfläche B' durch Konstruktion zu finden. 
Ist die gegebene Kugelfläche A eine reelle, so ist, wenn sie die Difforenzebene 
sclmeidet oder berührt, die andere Kugelfläche B dadurch bestimmt, dass sie 
die Differenzebene in derselben Kreislinie schneidet oder in demselben Punkte 
berührt. Schneidet hingegen die reelle Kugelfläche A die gegebene Differenz- 
ebene nicht, so bat man nur um den Punkt d, worin die Verbindungslinie ab 
beider Mittelpunkte die Ditferenzebene schneidet, eine die gegebene Kugel- 
fläche A senkrecht schneidende Kugelfläche 7' zu legen. Dann ist, wenn b 
ausserhalb /' liegt, diejenige um b gelegte Kugelfläehe B, welche gleichfalls F 
senkrecht schneidet, die gesuchte, wenn aber b innerhalb der Kugelfläche /' 
liegt, so ist B eine ideelle Kugelfläche, und die ihr entsprechende reefle B' ist 
dann die von J' senkrecht gehälftete Kugelfläche, welche b zum Mittelpunkte 
hat. Ist aber A eine ideelle Kugelfläche, und die ihr entsprechende reelle A' 
ist durch Konstruktion gegeben , so hat man nur den auf ab senkrechten Halb- 
messer p der Kugelfläche A' zu ziehen, und durch den Endpunkt dieses Halb- 
messers eine Kugelfläche F zu legen , welche den Durehschnitt d der Verbin- 
dungslinie ab und der Differenzebene zum Mittelpunkte hat, so ist wieder die 
gesuchte Kugelfläche B entweder die, welche von I- senkrecht geschnitten 
wird, oder die gesuchte Kugelfläche B ist ideell und die entsprechende reelle 
B die, welche von Z' gehälftet wird. 

Nachdem ich nun die Eigenschaften der Difforenzebene entwickelt habe, 
gehe ich zu der allgemeineren Aufgabe über , die Fläche F einer A'ielfachen- 



y Google 



suraino aA + ßB zweier Kugelfläclien A und B zu konstmiren , oder wenn 
sie ideell sein sollte, die ihr entsprechende reelle F'. Ist « + ^ = 0, also 
ß= — ß, so wird jene Vielfachensumme gleich a{A — B) und liefert also 
eine Plangrösse, deren Ebeiie der Üifferenzebene A — B identisch und 
also nach dem Früheren gefunden ist. Wir nehmen also an, a -\- ß sei nicht 
null; dann ist die Summe eine KugelgrÖsse, deren Gewicht (a + ß) ist, die 
also in der Form (« + ß] F dargestellt werden kann, wo F die gesuchte 
Kugelfläche ist. Man hat also 

(59) .... aA+ßB = (a + ß)r. 
Soll diese Gleichung richtig sein , so muss (nach Satz 1 8 ) erstens die Mittel- 
grösse beider Seiten gleich sein, d. h der Mittelpunkt von 7' muss die Mitte 
zwischen den mit den Koeflicienten a und ß behafteten Mittelpunkten \on A 
und B sein, wodurch also der Mittelpunkt von /' gefunden ist. Zweitens muss 
nach demselben Satze die Abweichung beider Seiten von jedem beliebigen 
Punkte r gleich sein; es sei diese Abweichung einer KugelgrÖsse A von einem 
Punkte r der Kürze wegen mit A^ bezeichnet, so muss 

(60) .... „A, + /SB, = (» + ,?) T, 

sein; und umgekehrt wenn der Mittelpunkt von F auf die angegebene Weise 
bestimmt ist, und die Abweichungen in (59) von irgend einem Punkte gleich 
sind, so ist die Gleichung (Ö9) richtig, alles dies nach Satz 18. Ist nun c 
irgend ein Punkt der Differenzebene zwischen A und B, so hat man nach dem 
Obigen A^ = B,., wird also dies in (60) substituirt, nachdem man c statt r 
gesetzt hat, so erhält man 

la + ß]A, = ia + ß)r,. 
also, ih a -\- ß nicht null ist, 

A = /; 

d. h. «ein Punkt, welcher von zwei oder [da der Schltiss sich auf beliebig viele 
Glieder ausdelmen lässt) von mehreren Kugelßäcken gleich loeil abweicht, weicht 
auch von der Kugelfläche jeder Vielfachenmmme derselben, wenn die Koeffcien- 
tensumme nicht null ist, um eben so viel ab;i> und für unsern Fall ergiebf sich, 
dass, wenn eine KugelgrÖsse die Summe zweier andern ist, die Differenzebenen 
zwischen je zwei der zu ihnen gehörenden Kugelflächen zusammenlallen , und 
auch umgekehrt, wenn dies der Fall ist und zugleich die Mittelgrösse der einen 
KugelgrÖsse die Summe aus denen der andern beiden ist, so ist auch jene 
KugelgrÖsse die Summe dieser beiden. Hieraus erglebt sich die Konstruktion 
der Snmmenfläche /' sehr leicht. Nämlich man konstruire die Differenzebene 
A — B und die Mitte zwischen aa und ßb (wo a und b die Mittelpunkte 
von .4 und B sind ) und lege um diese Mitte nach der oben angegebenen Kon- 
struktionsweise eine Kugelfläche, welche mit .4 gleichfalls die Ebene A — B 
als Differenzebene hat, so ist dies die gesuchte Kugelfläche der Summe. 

Hiermit glaube ich die wichtigsten Gesetze über innere Produkte zweier 
Grössen eiister Stufe abgethan zu haben. Freilich liegt in dem Früheren noch 
unmittelbar ein Keim zu einer vollständigeren Auffassung des inneren Pr«- 
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cluktcs, ein Keim, dessen Entfaltung durch den Gang der früheren Entwicke- 
lung gleichsam geboten wird und daher zur organischen Einlieit des Ganzen 
nothwendig ersdieint. Nämlich wir hatten schon in Erklärung (6) und (7) und 
den daraus folgenden Sätzen die inneren Produkte von zwei Ausdehnungen 
höherer Stufen gewonnen, deren jede als äusseres Produkt von Strecken 
erschien; und andrerseits hatten wir in dem Uebertragungsgesetze [Satz 12) 
und in der darauf gebauten Erklärung (8) das Vei-fahren aufgestellt, wie man 
aus solchen Gleichungen, in denen nur Strecken vorkommen, die entsprechen- 
den Gleichungen ableiten kann, in denen statt der Strecken Punkte eintreten. 
So erhalten wir dann statt der Ausdehnungsgi'össen , welche zw inneren Pro- 
dukten verknüpft waren, Produkte von Punkten, d. h. ElcnientargrÖssen höherer 
Stufen (s. Grassm. Ausdehnungsl. zweiter Abschnitt). Und wir haben in Salz 
(1 3] schon nachgewiesen, dass die sämmtlichen Gesetze, welche für die inneren 
Produkte der Ausdehnungsgrössen allgemein gelten, auch für diejenigen Ele- 
mentargrössen oder überhaupt für diejenigen Grossen gelten müssen, welche 
hervorgehen, wenn man statt der Strecken , als deren Produkte jene Ausdeh- 
nungsgrössen erschienen, beliebige PunktgrÖssen setzt. Es käme also nur noch 
darauf an, die anschaulichen Begriffe dieser Verknüpfungen, deren Gesetze ver- 
möge des angefiihi-ten Satzes gegeben sind , darzulegen. Da jedoch die Art 
dieser Darlegung keine Scliwierigkeit mehr darbietet, indem sie ganz nach der 
Analogie des für die in^ieren Pi-odukte zweier Punkte ausgeführten Verfahrens 
fortschreitet, so glaube ich, dieselbe hier übergehen zu dürfen. Dagegen würde 
die Auffassung des Quotienten, die wir bisher ganz übergangen haben, und 
namentlich des Quotienten nicht paralleler Strecken zu neuen, von allen frü- 
heren gänzlich verschiedenen Verknüpfungen, namentlich zu den Gesetzen des 
Potenzirens, Radicirens und Logarithmirens räumlicher Grössen führen, in 
denen der Winkel als Potenzexponent oder als Logarithmus erscheint. Doch 
da dies, wie man schon aus den gänzlich neuen Verknüpfungsweisen, die 
hierbei auf die Geometrie übertragen werden, abnehmen kann, eine ganz neue 
Entwickelungsreihe gegeben haben würde, deren Hinanfiihrung bis zu einem 
Punkte, von dem aus sieb die Einheit des Ganzen übersehen Hesse, eine Ent- 
wickelung von grösserem Umfange als die vorliegende herbeigeführt haben 
würde, und da zugleich diese Entwickelungsreihe zwar an die Leibnizsche 
Charakteristik sich gleichfalls anschlifessen lässt, aber doch nicht so eng mit ilir 
verkettet ist, wie die hier gegebene Analyse: so glaubte ich durch sie, wie 
wichtig und für die Anwendung fruchti-eich sie auch sein mag , doch den üni- 
lang dieser Abhandlung nicht vermehren zu düi-fen. Auch glaube ich, dass die 
hiei gegebene EntwickeJung schon genügen wird , um zu zeigen , wie richtig 
Leibntz die eigenthümlichen Vortheile einer rein geometrischen Analyse im 
Voraus angeschaut habe. Leibniz hebt hier hervor, dass die Auflösung 
.einer geometrischen Aufgabe durch Hülfe dieser Analyse zugleich die Lösung, 
die Konstruktion und den Beweis, und zwar auf eine natürliche Weise und auf 
solchen Wegen, die durch die Analyse seihst mit Nothwendigkeit sich ergeben, 
liefere '). Da nun in der hier dargelegten Analyse jede Gleichung nur der in 



ivetle characlerisUqve ... nc innnquera de doiiner cii mfiinc lemps /i 
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die Foi'iii dec Analyse gekleidete Ausdruck einer geometrischen Bczieliung isl, 
und diese Beziehung in der Gloicliung, ohne durch wiilkülu'ltche Grössen, wie 
etwa die Koordinaten der gewöhnlichen Analyse verhüllt zu sein, rein und klar 
sich ausspricht und daher aus ihr ohne Weiteres abgelesen weixien kann ; und 
da femer jede Umgestaltung einer solchen Gleichung nur der Ausdrack einer 
ihr zur Seite gehenden Konstruktion ist, so folgt, dass in der That durch die 
angegebene Analyse die analytische Auflösung einer geometrischen Aulgabe 
gleichzeitig mit der Konstruktion und mit dem Beweise derselben ei'folgt. Da 
ferner nichts WUlkührliehes , was mit der Nalur der Aufgabe in keinem noth- 
weiidigen Zusammenhange steht, wie die Koordinaten der analytischen Geo- 
metrie, eingefühlt zu werden braucht, so muss die Art der Lösung s^jich stets 
die der Natur der- Aufgabe gemasse sein , und da sie dip Form der^.AnäIyse 
hat, auch eine nothwendige, bei der von keinem Umhcr«uchen nach Auf lö- 
sungsmethoden die Bede sein kann. Damit auch in der letzteren Beziehung 
diese Analyse allen Anfordenmgen genüge, müsste freilich die Theorie der 
Gleichungen, d. b. die Art, wie unbekannte Grössen aus ihnen eliminirt werden 
können, vollständig entwickelt werden. Aber man sieht, wie diese Theorie 
nach den zu Grunde gelegten Principien wenigstens möglich ist. 

Ferner hebt er als einen wesentlichen Vorzug der geometrischen Analyse 
hei'vor, dass man durch sie die Mechanik fast wie die Geometrie müsste behan- 
deln können, und überhaupt nur vermittelst ihrer hoffen dürfe, in die mathema- 
tische Behandlung der Physik tiefer einzudringen, und zum Beispiel die innere 
Konstitution der Naturkörper zu erforschen'). Nun glaube ich in der oben 
angefühi'ten Anwendung auf die Mechanik gezeigt zu haben , wie sich in der 
That die Mechanik durch diese .4nalyse auf rein geometrische Weise behandeln 
las,se, woraus dann schon hervorgeht, dass diese Bchandlungsweise, auf die 
Physik überhaupt übergetragen, die mathematische Behandlung der Physik aui' 
eine ausgezeichnete Weise vereinfachen würde, wovon idi, wenn es der Baum 
gestaltet hätte, noch leicht Beispiele aus der Optik, der Akustik, der Elektro- 
dynamik und anderen Zweigen der Physik hätte geben können. Auch glaube 
ich endlich, dass man nicht mehr weit davon entfernt ist, die innere Konslitulion 
dei Naturkorpei d h. die Lage ihrei- einfachen oder zusammengesetzten Atome 
gegen emander zu ergründen; jedenfalls ist klar, sdion aus den Anwendungen, 
welche diese Analyse auf die Krystallgestalten gestattet (vergl. Grassm. Aus- 
dehnungsiehre § 171), dass dabei die neue Analyse unentbehrlich sein würde, 
wenn man nicht durch Einführung von Kooi-dinaten und anderem die Behand- 
lung störenden Apparate die Anschaulichkeit vernichten und die Methode in 
unnutze Wcitlaufligkeiten verwickeln wollte. Endlich findet sich am Schlüsse 



wlulinn et la i.onsti uclion et la deuioiislratioii (ßonielHque, ie toul (Uuhb mattiere naturelle 
ei pai une analye cestä dire par des voyes deterrtiinies. Und weiterliin sagt er: Mais 
l tUtltU p) mapale cojmste dans les oonsiqwnoes el raisonnemens, qui se peuvenl faire par 
les opeiaitons des caracteres, qui ne s^auroienl s'expiimer par des ftgvres . . . ., ou Heu 
que cetti, metkode meneroü ssurement et «ajw peine. 

i ) Er sagt Ja crots, qu'on pourroit manier par ce moyen la micanique presque comme 
la geometne und Enßn je n'espere pas, qu'on puisse aller asse^ loin en physique, avanl 
que daton tiowee un tet abregi .... CependaiU il y a quelqtte esperance £y arriver 
fnamlich dazn die moppe Konstitution der zuBammeDgesetzten Stoffe zu erforschen), quand- 
celle annlyte lerttal leni'nt tßometriqve Hera Habl/e. 
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der Leibnizschen Darstellung noch eine merkwürdige Stelle , in welcher er die 
Anwendbarkeit dieser Analyse auch auf Gegenstande, die nicht räumlicher 
Natur sind, mit deutlichen Worten ausspricht, aber hinzulugt, dass es nicht 
möglich sei, hiervon in wenigen Worten einen klaren Begriff zu geben ^). 
Nun lassen sich in der That, wie dies in Grassmanns Ausdehnungslehre durch- 
weg geschehen ist , alle Begrilfe und Gesetze der neuen Analyse ganz unab- 
hängig von der räumliehen Anschauung entwickeln, indem sie rein an den 
abstrakten Begriff eines allmäligen (stetigen) Ueberganges geknüpft werden 
können; und es ist leicht zu sehen, wenn man einmal diese Idee des rein be- 
grifflich gefassten stetigen Ueberganges -in sich aufgenommen hat, dass aucli die 
in dieser Abhandlung entwickelten Gesetze dieser \on der räumlichen An- 
schauung gelösten Auffassung fähig sind. Dadurch ist dann auch dieser Ge- 
danke Leibnizens verwirklicht, so dass, wie es mir scheint, nun nichts mehr 
übrig bleibt, was wesentlich dazu beitragen könnte, um die Richtigkeit alles 
dessen, was er von der geometrischen Analyse behauptet, abgerechnet einzelne 
Uebertreibungen, die aber mehr im Ausdruck liegen als in der Sache, ins Licht 
zu setzen, und um auch an diesem Gegenstande die bewundernswürdige Kraft 
eines Geistes zu erkennen, der von den ersten Anfangen einer unübersehbar 
grossen Entwic^elungsreihe aus , die ganze Wichtigkeit dieser Entwickelungs- 
reihe und die wesentlichen und eigenthümlichen Vortheile, welche sie darbieten 
müsse, zu überschauen vermochte. 

1) Je n'ay qu'uiie remarque ä ajoiiUr, c'est qiw je vois, qii'Ü e.st possiOle, dWlcndro 
la caracteristique jusqu'aux choses, qui ne soiu pax sujeltes ä t'imagiiiation, mais cela 
est trop imporinnt et va trop loiit, pour qiie je me puissa expUqiier la-dessiis eil peii^ 
de paroles. 
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Das Studium der voranstelicnJon Abhandlcing und besonders des letztem Theils 
derselben dürfte , ungeachlcl des nicht zu vei'konnenden Strebens ihres Verläs- 
sers nach Klarheit, dennoch mit einigen Schwierigkeiten verknüpft sein, welche 
daraus hervorgehen, dass der Verfasser seine neue geometrische Analysis auf 
eine Weise zu begi-ünden sucht, welche* dem bisher bei mathematischen Be- 
trachtungen gewohnten Gange ziemlich fern Hegt, und dass er nach Analogieen 
mit arithmetischen Operationen Objecto als Grössen behandelt, die an sich 
keine Grössen sind, und von denen man sich zum Theii keine Vorstellung bil- 
den kann. Da gleichwohl diese neue Analysis wegen der Einfachheit, mit wel- 
cher sich geometrische Untersuchungen durch sie fuhren lassen, alle Aufmerk- 
samkeit zu verdienen scheint, so habe ich es im Folgenden versucht, sie auf 
eine dem Geiste der Geometrie entsprechendere und damit, wie ich hoffe, leich- 
ter fassliche Weise zu begründen und zu zeigen, wie jene ScheingrÖssen als 
abgekürzte Ausdrücke wirklicher Grössen angesehen werden können. Uebri- 
gens habe ich meinen Aufsatz nicht in der Form eines Commenlars, sondern 
als eine selbstständige Abhandlung abgefasst, so dass er Jedem auch noch vor 
Lesung des Vorhergelienden verständlich sein wird. — Die von Herrn Grass- 
mann eingeführten Benennungen habe ich unverändert beibehalten, sowie ich 
auch bei rein mathematischen Entwickelungen dieses Geometers von seinem 
Gange nicht wesentlich abgewichen bin. Was sonst noch von mir hinzugefügt 
woi-den, ist nicht von dem Belange, um hier besonders darauf aufmerksam 
zu machen. 

§■ <■ 

Unter Linien sollen im Folgenden stets nur gerade Linien versfanden 
werden. 

Von zwei Linien AB und CD, welche entweder einander parallel, oder 
Theile emoi und derselben Geraden sind, sagt man, dass sie einerlei {enlgegen- 
gesettte) Riditungen haben, wenn, nachdem die eine Linie, es sei CD, parallel 
mit sich bis zum Zusammenfallen ihres Anfangspunktes C mit dem Anfangs- 
punkte 4 dei andein forlbewegt worden, die Endpunkte B und D beider Li- 
nitü aut emerlei Seite (auf entgegengesetzten Seiten) des jetzt gemeinsamen 
AuhngiipunktPs liegen. 
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G4 IJliEK PüNKTO ROSSEN 

Durcli (.las zwischen die AuscIriiclvC zweier Linien gesetzte Gteichhcits- 
zeichen, z ß. dtirch 



soll hier slels angezeigt werden , dass die Linien Aß und Ol) nicht nur von 
gleicher Länge sind, sondern auch einerlei Richtunrj haben. Rben so verslohe 
man unter der Formel 

CD = fr AB, 

in welcher c einen numerischen Coefßcienten bedeutet, dass die absoluten Längen 
von AB und CD sich wie 1 und a verhalten, und dass CO mit AB einerlei 
Richtung oder die entgegengesetzte hat, jenachdem « positiv otier negativ ist. 
Hiemach ist immer BA = — 1 . AB, statt dessen der Kürze willen — AB ge- 
sclinehen wird. 



GEOMETRISCHE ADDfTfON DER LINIEN. 



Sind zwei oder mehrere Linien AB, CD, EF ihrer Länge und Richtung 
nach gegeben, und macht man, von einem beliebigen Punkte ausgehend, 
OP = AB. PQ = CD, QB = EF, so heisst die gerade Linie OB, deren An- 
fangs- und Endpunkt der Anfangs- und Endpunkt der durch die vollführte 
Operation entstandenen gebrochenen Linie OPQB sind, die geometrische Summe 
der Linien AB, CD, EF, und die Operation selbst geometrische Addition. — 
Auf gleiche Art wird 5F als die Summe der mit Coefficienten versehenen Li- 
nien aAB, yCD, tEF gefunden, wenn man, von einem beliebigen Punkte S 
ausgeliend, ST ~ aAB, TU = yCD, UV — tEF macht. — Fällt der End- 
punkt der gebrochenen Linie OPQR oder STUV mit ihrem Anfangspunkte zu- 
sammen, und entsteht daher ein geschlossenes Vieleck, so ist die Summe = 0, 

Es lässt sich leicht zeigen, dass die Länge und die Richtung der Linie, 
welche die Summe ausdrückt, sowohl vom Orte des Ausgangspunktes oder 
S, als von der Ordnung , in welcher die zu addirenden Linien nach und nach 
an einander gesetzt werden, unabhängig sind, und mithin bloss von den Längen 
und Richtungen der letztern Linien abhängen. 

Zusatz. Ist eine Linie OB die geometrische Summe mehrerer andere]' 
Linien AB, CD, EF, und werden alle diese Linien durch Parallelebenen auf 
eine Gerade projicirt, so ist die Projection der erstem OB die algebraische 
Summe der Projectionen der andern Linien. Dies erhellet sogleich daraus, 
dass, wenn man, um OR zu finden, wie vorhin, OP^^AB, PQ^ CD, QR^EF 
macht und OP, PQ, QB ebenfalls projicirt, von zwei einander gleichen und 
gleichgerichteten Linien, wie AB und OP, auch die Projectionen einander gleich 
und gleichgerichtet sind, und dass die Projection von OR der algebraischen 
Summe der Projectionen von OP, PQ, QR gleich ist. 
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§. 3. 



Dass ÄKdie geometrische Summe von (/AB, yCD, fBF ist, werile aus- 
gedrückt durch die Gleichung 

SV— aAB + yCD + fEf. 
Kbon so bedeute die Gleichung 

aAB + yCD - lEF ^ y.KL ~.},MN, 

dass die zwei Linien, welche die Summen von aAB, yCD, — (EF und von 
xKL , — f.iMN darstellen, von gleicher Länge und einerlei Richtung sind. 

Aus der Natur der geometrischen Zusammensetzung geht hervor, dass 
man Gleichungen dieser Art ganz wie algebraische behandeln kann, dafern sie 
nur hinsichtlich der in ihnen vorkommenden Linien von linearer Form bleiben; 
dass man daher Glieder von der einen Seite des Gleichheitszeichens auf die 
andere mit entgegengesetzten Vorzeichen setzen, alle Glieder mit derselben Zahl 
multiplieiren oder dividiren, und zwei oder mehrere solcher Gleichungen zu 
einander addiren, oder die eine von der andern subtrßhiren, d. i. mit verän- 
derten Vorzeichen zu der andern addiren, kann. 



Wenn \cn den zu ddJiionden Lmicn dei Anlan^spunkt der zweiten und 
jeder folgenden nut dem Endpunkte dei jedesmal ^ orhergehenden zusammen- 
(ällt, und sie dabei schon an sich eine «ebiochene Lmie bilden, wie z. B. die 
Linien ylfi BC CD so wnd die n*ieh § 2 zu vollziehe nde Operation übeiflüssig. 
Man hat dinn ser tdezu 

4h + £C = -H iL + Bt i- ( D = AD, also auch 
AB + BC + CA = 0, ÄC= AB — CB = BC — BA, 
u. s. w. ^ Gleichungen, welche gelten, wie auch die Punkte A, B, (7, fl im 
Baume Hegen mögen. — Vergl. meine «Elemente der Mechanik des Himmels,» 
g§. 1 und 2, und einen Aufsatz von mir in Ci'olle's .lonrnal für Mathematik, 
Band 28, Seite 1, 



INNERß MUI.TIPfJCATION DER LINIEN. 

§. 5. 

Unter dem Producte zweier Linien wird hiei', wie gewöhnlich, die Zahl 
von Flächeneinheiten verstanden, welche sich ergiebt, wenn man, nach Fest- 
setzung einer gewissen Linie als Längeneinheit und des über dieser Linie zu 
eonstruirenden Quadrats als Flächeneinheit, die zwei Zahlen in einander mul- 
tiplicirt, nach welchen die zwei ersteren Linien von der Längeneinheit ge- 
messen werden. 

Das Product zweier Linien AB und CD, multiplicirt mit dem Cosinus des 
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Winkels, den die Ridituiigeii der beiden Linien mit einander machen, heisst das 
innere Product der beiden Linien ') und wird ausgedrückt durch 

AB X CD, 
oder, was dasselbe sagt: das innere Product zweier Linien AB und CD ist ^ 
dem Producle aus der einen Linie in die auf sie rechtwinklig projicirte andere 
Linie, also = dem Producto der Linien AB und CEf , wenn C" und 1/ die 
rechtwinkligen Projectionen der Punkte C und D auf die Linie AB oder deren 
Verlängerung sind; und dieses Product ist positiv oder negativ zu nehmen, je 
nachdem AB und CD' einerlei oder entgegengesetzte Richtungen haben. 

§■ 0; 

Da das innere Product zweier Linien bloss von den Langen dt i letztem 
und dem Winkel ihrer Richtungen abhängt, so bleibt es ungeändert wenn statt 
einer der beiden Linien, oder statt beider, andere gesetzt werden, «eiche mit 
ihnen von gleicher Länge und einerlei Richtung sind. Ist daher AB = EF 
und CD = GH, so ist auch AB xCD = EFxGff Aus gleichem Crunde 
erhellet, dass 

a{A/i X CD] = O.Aß X CD ^ AB x r/CD ist. 



Aus dem Begrilfe des inner« Products folgt ferner, dass, wenn wir uns von 
zwei Linien die Längen conslant, ihre gegenseitige Neigung aber veränderlich 
denken, ihr inneres Product null wird, wenn die eine Linie mit der andern 
einen rechten Winkel macht; dass es dagegen seinen grössten positiven (nega- 
tiven) Wcilh erhält, wenn die Linien einerlei (entgegengesetzte) Richtungen 
haben, und dass dieser Werth, abgesehen vom Zeichen, dem PrOducte der Li- 
nien selbst gleich ist. — Das innere Product zweier Linien von gleicher Länge 
und einerlei Richtung ist das Quadrat der einen oder der andern Linie, wel- 
ches man wie gewöhnlich durch den an den Linienausdruct rechts oben ange- 
setzten Exponenten 2 bezeichne, 

§■ 8 

Ri,di.utcn ab/ diei Lmien \on buli hi^d I ini^e und Ralitun, und sei 
a + b ^ r Nnch § 2 Zus ist aisdann die Projertion von c luf tine beliebige 
Gerade dei algebraischen Summe dei Piojectionen von a und b auf dieselbe 
Gerade gleich Man hat daher wenn man a h und c luf /" lechtiMnklig pro 
jicirt die algebiaische Gleichung 

I) Das Pioducl piner Linie a in eine andere b multiplmrt mit dem feiniis des ftiu 
kels a h wird das äusg&ie Product ^on a in b genannt {drassmanns Aiisdehnungslehre 
§. 38) Weil 8in b a :^^ — sin ab «o sind die äussern Producte von a in 6 und von 
6 in a einandei gleich obei entgegen gesetzt wälirend wed cos b a^ cos a b der 
Werlh eines innern Products bei Verlausciuing seiner Factoren auch dem Zeiclien nach 
ungcUndeit bleibt 
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ü cos f'c --= a cos /■'(( + b cos f'b, also auch 

[c cos /■ c = fa cos f a + fb cos /"6, 

Statt /'c cos /■'« kann man aber schreiben f X c, = f X (a + b); slalt 
fa cos f'a, f X a, u. s. w.; mithin ist 

fx{a + h)=fxa + fxb, 

in welcher Gleichung das Pluszeichen zur Linken die in g. 3 angegebene geo- 
metrische Be(ieutung, das Pluszeichen zur Rechten aber, so wie auch das 
Gleichheitszeichen, die gewöhnliche arithmetische hat. — Uebei'haupt ist , wie 
man- hier noch bemerken mag, die Bedeutung des Gleichheitszeichens bei Glei- 
chungen zwischen innem Produclen von der gewöhnlichen nicht verschieden ; 
denn es zeigt die Gleichheit der zu beiden Seiten stehenden Zahlen von Flä- 
cheneinheiten an, wahrend es bei Gleichungen, deren Glieder bloss Linien sind, 
sich noch auf die Richtung bezieht. So ist z. B., wenn die zwei Linien a nnO b 
gleich lang sind, nur dann a= b, wenn sie auch einerlei Richtungen haben; 
dagegen immer a^ = b^, welches auch ihre Richtungen sein mögen. 

Kommt zu den obigen drei Linien a, b, f eine vierte (/ hinzu, so hat man 
gleicherweise : 

[f+g)x{a+b) = {f+0)a + {f+g)b 
= fXa + gxa + fxb + gxb, 

und eben so lassen sich Producte aus Summen noch mehrerer Linien ganz 
nach den Regeln der Arithmetik in Partialprodiicte zerlegen ; oder , was das- 
selbe ausdrückt: die Rechnung mit beliebig gerichteten Linien wird nicht allein 
bei ihrer geometrischen Addition , sondern auch bei ihrer Innern Mulliplication 

vollkommen so geführt, als ob alle Linien in einer und derselben Geraden ent- 
halten wären. 

Um ein ganz einfaches Reispiel hinzuzufügen, so hat man, wenn a -\- b = 6 
gesetzt wird: a" + 2a X 6 -|- 6^ ^ C". Stehen dabei a und b rechtwinklig 
auf einander, so wird « x 6 = 0, und damit a^ + b'' ^ c", wodurch, wie 
man sogleich wahi'nimmt, der pythagoraische Lehrsatz bewiesen ist. 



VON PUNKTGRÖSSEN UND GROSSEN ERSTER STUFE 
ÜRERHAUPT. 

§. 9. 

Wenn in einer Gleichung zwischen Linien zwei oder mehrei'e derselben 
einen gemeinschaftlichen Anfangspunkt haben, und wenn die Gleichung die 
Eigenthiimlichkeit besitzt, dass sie gültig bleibt, wo auch der gemeinsame An- 
fangspunkt angenommen werden mag , während die Endpunkte dieser Linien 
und die Anfangs- und Endpunkte der übrigen Linien bestimmte Punkte sind, 
so werden crslere Linien Punklgrössen , und ihre bestimmten Endpunkte die 

9* 
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Oei-lefi' der Punklgi'össen genannt. — Der gemeinsame, aber unbeslimmt blei- 
bende Anfangspunkt der PunktgrÖssen soll hier immer mit X bezeichnet werden. 

Linien von bestimmter Länge und Richtung heissen Strecken. 

So ist z. B , wo auch Zliegen mag: XB — XA = AB, d. b. die Diffe- 
renz zweier PunktgrÖssen, deren Oerler B und A sind, ist einer der Linie AB 
gleichen und gleichgerichteten Strecke gleich. 

Ist ferner C der Mittelpunkt von AB, so hat man für jeden Ort von X: 
XC — XA ■= AC --= CB :=! XB — XC, und daher 
XA + XB = 2X(7, 
d. h. die Summe zweier PunktgrÖssen ist dem Doppellen einer Puoktgrösse 
gleich, deren Ort der Mittelpunkt zwischen den Oertern der erstem ist. 

Bei der Rechnung mit PunktgrÖssen kann man der Kürze willen den 
den gemeinschaftlichen Anfangspunkt dieser Linien bezeichnenden Buchstaben X 
über-dl weglassen und daher statt der vorigen zwei Gleichungen auch schreiben : 

B ^ A — AB, A + B = 20. 

Doch werde ich im Folgenden, wo bloss die Theorie der PunktgrÖssen 
aufgestellt, und keine Anwendungen dieser Theorie gegeben werden sollen, von 
dieser abgekürzten Schreibart keinen Gebrauch machen. 

In den Gleichungen, mit denen wir uns gegenwärtig beschäftigen, ist ent- 
weder jedes Glied eine Grösse erster Stufe, d. i, eine Linie, oder jedes Ghed 
eine Grösse zweiter Stufe, d. i. ein innei'os Product zweier Linien. Hiernach, 
und weil jede Linie entweder eine Strecke oder eine PunktgrÖsse ist, wird die 
allgemeine Form einer Gleichung der erstem Art sein : 

(i) k + tyXA + a'XÄ + .... = 0. 

Hierin bezeichnet nämlicli k die Summe aller der Glieder, welche Strecken 
sind, eine Summe, die nach dem, was über die Addition von Linien gesagt 
worden, ebenfalls eine Strecke, oder auch null ist. Die folgenden Glieder sind 

PunktgrÖssen, mit den numenschen CoefBcienteu oder Gewichten a, «' 

begleitet, statt deren Summe mit Anwendung des Summationszeichens kurz 
2!aXA gesehrieben werde. 

Suchen wir nun zuerst die zum Bestehen einer solchen Gleichung noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen zu ermitteln. — Man hat, wo auch 
der Punkt liegen mag : 

XA = OA ~ OX, XÄ = 04' - OX, u. s. w., 

und es kann daher stalt ( \ ) auch geschrieben werden ; 

(2) k -j- 2n[0A—0X) = 0, d. i. k + ^aOA - Sa . OX = 0. 

Bedeute nun einen willkührüch bestimmten Punkt. Weil die mit (1) 
identische Gleichung (2) für jeden Ort von X, also auch, wenn X mit O 



y Google 



vo:n ä. f. Mouius. 69 

zusammenfällt, bestehen muss, so hat man als erste nolhwendige Bedingnng 
die Gleichung: 

k + ^«0/1= 0. 

Hieraus, in Verbindung mit (2), folgt, wenn X mit O nicht zusammenKillt: 

^-a . 0X= 0, mithin ^ß = 0- 

Die nothwendigen und, wie man sieht, zugleich him'eichenden Bedingun- 
gen liir das Bestehen der Gleichung [ 1 ) sind daher-: erstens dass sie besteht, 
wenn statt Xein bestimmter Punkt gesetzt wird, und zweitens dass die Ge- 
wichtssumme der PunkigrÖssen null ist. 

Zum deutlichem Verständniss des bei dieser Untersuchung befolgten Weges 
denke man sich (§. 8) alle Streckten, deren Summe k ist, und die Punkte 
X, A, Ä, . . . . insgesammt in einer Geraden liegend , und den eingeführten 
Hülfspunkt als Anfangspunkt der Geraden. Alsdann sind OX, OA, OÄ , .... 

die Abscissen der Punkte X,A,ä, , welche Abscisscn man ^ ir, a, d ,... . 

setze. Dadurch verwandelt sich (2) in die algebraische Gleichung 



k-V :^a[a - 



: 0, d. i. in M - 



= 0, 



wo M ■— k + ^r/a und /t = X«; und diese Gleichung wird für jeden Worth 
von X, mithin (2) oder (1) für jeden Ort von X richtig sein, wenn — 
übereinstimmend mit dem Vorigen — jede der beiden Grössen M und /i 
für sich null ist. 



§. 11. 

Wie vorhin bemerkt worden, ist eine Summe von Strecken immer auf 
eine einzige Strecke reducirbar. Untersuchen wir jetzt die einfachste Form, 
auf welche eine Summe von Punktgrössen ^aXA reducirt werden kann. — 
Es wird diese Summe, wenn wir. wie vorhin, den willliührlich zu bestimmen- 
den Punkt einführen, 

= ^aiOA — OX] = :raOÄ — uOX. 

wo /( = ^a. Ist daher erstens die Gewichtssumme k ^ , so wird 

^ctXA = :ZaOA 

= einer von X (und eben so auch von 0] unabhängigen Summe von Linien 
= einer Strecke, welche auch = sein kann. 

Ist zweitens die Gewichtssumme /.i nicht ^ 0, so setze man ;m 
eine Linie 

1 
0M=- JTftOA 



Hiermit wird JiV/0/1 = uOM, und folglich 



:SaXA = fiOM — }.iOX= fiXM 
= einer Punktgrö.sse, deren Gewicht /i die Gewichtssumme der zu addirendcn 
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Punklgi-Össcn, und deien Ort M, ebenso wie \on X, auch von selbst unab- 
hängig ist; es ist der Schwerpunkt der in den Punkten A, Ä, . . . . angebrach- 
ten (lewichte a, a, ■ . ■ 

Eine Summe von Punktgrössen ist demnach entweder ^= , oder = einer 
Strecke, oder = einer PunklgrÖsse; und zwar tritt der erste, oder der zweite 
Fall ein.j wenn die Gewichtssumnie der Punktgrössen ^ 0, der dritte, wenn 
sie nicht = ist. 

"Wir können daher noch umgekehrt schliessen, dass, jenachdcm eine 
Summe von Punktgrössen auf eine Strecke, welche auch null sein kann, oder 
auf eine Punktgrösse reducirbar ist, die Gewichtssumme der erstei-n entweder 
null , oder nicht null ist. 

§• '12- 

Die Summe einer Strecke KL und einer Punk^rösse fiXM lässt sich 
immer auf eine Punktgrösse reducii-en , deren Gewicht dem Gewichte n der 

1 

erstem Punktgrösse gleich ist. Dann setzt man au ü/eine Linie MN^ ~KL, 

so wird 

KL + f.tXM ^ fiXM + fiMN = ,uXN. 

Durch Verbindung dieses Satzes mit den im vorigen |. erhaltenen Resultaten 
ziehen wir noch den Schluss, dass ebenso, wie eine Summe von Punktgrössen 
allein, so auch eine Summe von Strecken und Punktgrössen, also eine Summe 
von Grössen erster Stufe überhaupt, jenachdem dieGewichlssumme der Punkt- 
grössen null, oder nicht null ist, auf eine Strecke, oder auf eine Punktgrösse mit 
einem jener Gewichtssumine gleichen Gewichte reducirbar ist. Auch folgt das- 
selbe schon daraus, dass eine Strecke sich als eine Summe zweier Punktgrös- 
sen, deren Gewichtssumme null ist, ausdrücken lässt, wie aKL = aXL — aXK, 
und dass man daher eine Summe von Strecken und Punktgrössen als eine 
Summe von Punktgrössen allein darstellen kann, deren Gewichtssummc von der 
der Punktgrössen in der erstem Summe nicht verschieden ist. 



VON GUUSSEN ZWKITER STUFE. 
§, 13, 

Eine Grösse zweiter Stufe, d. i. ein inneres Producl zweier Linien (§, 1 0), 
ist entweder ein inneres Product zweier Strecken, also eine heslinimte Zahl 
von Flächeneinheiten, oder ein inneres Product aus einer Strecke in eine Punkt- 
giössc, wie AB X XG, oder ein inneres Product zweier Punktgrössen, wie 
XA X XB. 

Es ist aber (§. 8) 



ABx XC= -^{ATCH- AB)'- - j(XC - 



abY 
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VON A. F. MÖBEUS. 7'] 

und wenn man an C zwei Linien GE t= AB und CD =■ — AB = BA setzt, 
so dass C der Mittelpunkt einer mit AB gleicligei-ichtelcn und doppelt so lan- 
gen Linie DE wird : 

ABx XC= \ [XC^-CEY - -\[XC+ CD)^= j XE'' ^ -XD^ 

Ferner ist: 

XAxXB={-{XA + Xfi)^~ -{{XB - X^)^ = ZM^— jAB'', 

wenn M den Mittelpunkt von AB bezeichnet (§. 9). 

Man ersieht hieraus, wie eine Summe von Grössen zweiter Stufe stets als 

eine Summe von inneni Strecken produclen und von Quadraten von Punkt- 
gvössen darstellbar ist. 

Hiernach, — und weil einer Summe von inneni Streckenproducten , als 
einer Summe von Zahlen von Fliiclioneiniieilen , ein einziges inneres Strecken- 
produet subslituirt werden kann, — wird eine Gleichung, in welcher jedes 
Glied eine Grösse zweiter Stufe ist, stets untei' die Form 

(1) J + ^aXA^ = 

gcbi-acht werden können, wo -/ i'in inneres Sfreckcnproduct bedeutet Um die 
Bedingungen für die Richtigkeit einer solchen Gleichung zu linden, wollen wir, 
wie in §. 10 bei Gleichungen ei'ster Stufe, den willkuhrlich zu bestimmenden 
Punkt einführen und OA — OÄ" statt X4 schreiben: hierdurch wird die 

Gleichung: 

J + ^kOA^ — %{^aOA) X OX + :^a . OX" = 0, 

Soll diese für jeden Ort von Ä* Gültigkeit haben, so muss sie erstens noch 
bestehen, wenn Xmit zusammenfällt; es muss folglich sein 

J + ^aOA^ = 0, und nächstdem 

(2) ^{2aOA) X OX — :Za . OX^ ~ 0. 

Aus letzterer Gleichung können wir aber hier nicht, wie in der Algebra, 
schhessen, dass von den zwei Factoren des zur Linken Stehenden 

%{:EaOA] — Sa . OX und OX 

wenigstens einer null sein müsse , indem das innere Product aus ihnen auch 
dann null ist, wenn die zwei Linien, welche sie ausdrücken, einen rechten 
Winkel mit einander machen (§. 7). Um dieser Zweideutigkeit auszuweichen, 
wollen wir deii Ort von X dergestalt wählen, dass die Linie OX auf der 
Strecke SaOA, falls diese nicht null sein sollte, perpendikular steht. Hierdurch 
wird in (2) das erste Glied zur Linken = 0, und es muss, damit diese Glei- 
chung auch für einen also gewählten Oi't von X richtig bleibe, ^a . OX^^ 0, 
folglich jedenfalls Sa =^ d sein. Sie selbst reducirt sich damit auf 



y Google 



72 ÜBER PUKKTGUÖSSEN 

2(XßO^) X OK = 0, 
eine Gleichung, welche für jeden Ort von X nur dann und dann irnmei- be- 
steht, wenn 2aOA = ist. 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Richtigkeit von 
(1 ) sind demnach: 

(a) J + :iaOÄ'= 0, {]}) ^n = 0, (c) ^aOA = 0. 

Statt (b) und (c) kann man aber die einzige Gleichung 

^fiXÄ ^ 

setzen, als (üv deren Richtigkeit (b) und (c) die nothwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen sind (§. 10}. 

Die Bedingungen für die Richtigkeit der Gleichung ( 1 ) sind daher erstens 
die Gleichung (a) oder die Bedingung, dass (1) noch besteht, wenn Tür Xein 
bestimmter Punkt gesellt wird; und zweitens, dass die Summe ^aXA, welche 
die MittelgrÖsse von J + 2aXÄ'^ genannt wird, null ist. 

Ehe wir weiter gehen, wird es gut sein, den neuen Begriff der Mittelgrösse 
etwas näher ins Äuge zu fassen. Nach der eben aufgestellten Definition der 
Mittelgi'Össe von J + ^aXJ^ ist die Mittelgrosse von J, d. i, von einem innern 
Strecken producle, null. Weil ferner {§. 13) 

ABxXC ^ j{XC + AB)'' — J- { A'(7 — AB)'-, und 

XAx Xß ^ Xi}P — jAB-, wo ,1/der Mittelpunkt von AB: 
so ist von AB X XC die Mittelgrosse 

=^ I [XC + AB] — ■;[- [XC — AB) = -^ AB, 
und von XA X XB die Mittelgrösse ^= XM. 

Hiernach lasst sich von einer Summe von Grössen zweiter Stufe, ohne 
dieselbe vorher in die Form J + 2:o.X^ umgewandelt zu haben, die Mittel- 
grösse als die Summe der Mittelgrössen der einzelnen Glieder jener Summe 
unmittelbar angeben. 

Anmerkung. Man könnle die Mitlelgrösse einer andern gegebenen Grösse audi 
folgen dergestalt definiren. — Angenommen, dass X' irgend ein dem X unendlich 
nahe liegender Punkt ist, so wird durch den Uebergang des X in X' die gegebene 
Grösse um ein nnendlieh Weniges ihren Werth ändern. Diese Aendernng lässt sich 
als ein inneres Producl darstellen, von welchem die unendlich kleine Linie X'X 
der eine Factor ist. Der andere Factor, halb genommen, hoisst die Mittelgrosse 
der gegebenen. 

So ist von AB X XC die Aenderung 

^ ^S X X'G — äB'XXC^ ab X ^'X- 
und daher \aB die Mittelgrosse von AB X XC. 
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Fcrnur ist von XA X -^^ '^le Aeiiilcrung 
= {X'Ä-\rÄ'Ä}X (X'X-i-Xß] — XJ X Xfl = X'XX (XÄ + XB) + X'X'; 
also, nach Weglassung des gegen das erslD unendlich kleinen zweiten Gliedes, die 

Millelgrösso von XA X ^B, = 'zi^^ + -^B) = ^''^■ 

* i 

RbcTi so fiiKfot sicli die Miflclgrösse von XA' , =^ XA- von XA, = — ; ii. s. \v. 

§. 16. 

Der in §. 14 erhaltene SaU lässt sich auch folgendergestalt ausdrücken: 
zwei Samnien von Grössen zweiter Stufe sind nur dann und dann immer ein- 
ander gleich, wenn Gleichheit zwischen ihnen besteht, sobald für X ein be- 
stimmter Punkt gesetzt wird , und wenn die MittelgrÖsseu beider Summen ein- 
ander gleich sind; — ein Satz, der übrigens wörthch auch für zwei Summen 
von Grössen erster Stufe gilt, indem die Mittelgrösse einer solchen Summe nach 
der in voriger Anmerkung gegebenen Definition die halbe Summe der Gewichte 
der in ersterer Summe entliaitenen Punktgrössen ist. 

Mittelst dieses Criteriums der Gleichheit kann man von einer gegebenen 
Summe von Grössen zweiter Stufe, welche wie im Vorigen durch J -{- ^aXÄ' 
ausgedrückt werde , die Reduction auf die einfachste Form sehr leicht bewerk- 
stelligen. Unterscheiden wir die drei hierbei allein möglichen Fälle (§. 11), 
jenachdem die Mittelgrösse ^aXA der gegebenen Summe entweder= 0, oder==: 
einer Strecke k, oder =: einer Punktgrösse nXM ist, und bezeichnen wir der 
Kürze willen die Summe J + JE^aXÄ^, als eine von X abhangige Grösse, mit 
[XI; also auch J + ^aOÄ^ mit [O], 

Im ersten Falle ist 

(») [>'] = [Ol. 

d. h. = einem innerii Sti'eckenproducte. Denn diese Gleichung bleibt richtig, 
livenn statt X der bestimmte Punkt gesetzt wird. Ferner ist die Mittelgrösse 
der linken Seite der Gleichung ;= nach der Voi'aussetzung ; die der rechten 
Seite ist es, weil die rechte von X unabhängig ist. Es sind daher auch die 
MitteigrÖssen beider Seiten einander gleich; folglich u. s, w. 
Im zweiten Falle wird man setzen können : 

(b) [X] = 2A X XN. 

Denn das innere Product k X ON, in welchem k eine gegebene Strecke und 
ein bestimmter Punkt ist, kann nach verschiedener Annahme des Punktes A' 
alle möglichen Werthe erhalten. Es wird daher immer N so bestimmt wer- 
den können, dass 

[ 0] = 2fc X ON. 

Hierdurch geschieht der ersten Bedingung für die durch (b) ausgedrückte 
Gleichheit Genüge. Es wird aber auch die zweite Bedingung erfüllt, weil die 
Mittelgi-Össe der einen, wie der andern Seite von (b), = k ist. 

Ist endlich drittens die Mittelgrösse der gegebenen Summen = jiXM, so 
setze man, damit auf beiden Seiten die Mittelgrössen einander gleich wei-den: 
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(c) [X] ^ u{r + xiiP), 

wo r ein inneres Sti-eckenproduct bedeutet, dessen Werlli wci-en der übrigen 
noch zu erfüllenden Bedingung so zu bestimmen ist, dass Gleicliheit noch 
herrscht, wenn statt X ein bestimmter Punkt gesetzt wird, und woraus 

/' .-^ -[0] - OiV- 

folgt. — Eine Summe von Grössen zweiter Stufe Uisst sieh daher, jenachdem ihre 
Mittelgrösse entweder null, oder eine Strecke, oder eine Punklgrösse ist, auf 
ein inneres Streckenproduet, oder auf ein inneres Product einer Strecke in eine 
PunktgrÖsse, oder auf die Summe eines Punklqiiadrals und eines innorn Strck- 
kenproducis rediiciren. 

§. (7. 

Zusätze und Erläuterungen. 1 , Die Bedingung 2InXA -.= , welche für 
den ersten der drei jetzt betiachteten Fälle stattfindet, drückt aus, dass von den 
Punkten A, A', .... mit den an ihnen angebrachten Gewichten a, a', .... jeder 
der Schwerpunkt der jedesmal übrigen ist^). Wird diese Bedingung erfüllt, 
so ist zufolge (a) die Summe [X], folglich auch ^aXA^, von X unabhängig; 
d. h. die Summe der mit den respectiven Gewichten multiplicirten Quadi-ate 
der Entfernungen der Punkte Ä, A', . .. . von einem und demselben Punkte X 
ist für jeden Ort von X von gleicher Grösse. — Mehrere aus diesem schon 
früher bekannten merkwürdigen Satze von mir abgeleitete Folgerungen findet 
man in Crelle's Journal für Mathematik, Band 26, Seite 26. 

2. Im zweiten Falle, wo die Mittelgrösse von [X] eine Strecke k ist, war 
ein Punkt N dergestalt zu bestimmen, dass die Gleichung [O] = 2& X OiVbe- 
friedigt wurde. Dieses kanii abei- auf unzählige Weisen geschehen. Denn für 
einen von iV verschiedenen Punkt jV| wird gleichfalls [ 0] = ^k X ONi sein, 
wenn k X ONi — fc X ON = 0, d. i. Ä X NN^ = ist, also wenn die 
Linie NNi gegen die Strecke k eine perpendikulare Lage hat (§. 7), oder, 
anders ausgedrückt: wenn N^ mit N in einer und derselben die Strecke k 
rechtwinklig schneidenden Ebene liegt. 

Auf gleiche Art erhellet, dass der Werth des Products aus einer Strecke 
in eine PunktgrÖsse, wie kx \N bei \enderung des Orle« A dti letztem 
.dann und nur dann sich nicht ändert wtnn der neue Punkt iVJ m eniei duich 
iV gelegten die Strecke k rechtwmkhe; schneidenden Cbene enthilten ist Dtnn 
für jeden Punkt Ni dieser Ebene und fui keinen andern ist die PiOjeclion von 
XNi auf k von der nämlichen Giosse (§ 5) Man nennt deshalb di« Ptoduct 
aus einer Strecke in eine Punkt^iosse eine Planq>0!,''e und die duich die Bich 
tung der Strecke und den Ort dei Punktp,i(sse uif _,pdichi Wr s( I sl mmte 
Ebene die Factorenfläehe der Phn^icisc 

1 ] Denn weil, wenn ZaXÄ = ö, immer auch Zn^O und daher u' -^ n" -\- ... = — n 
ist (§. M), so ist erstere Gleichung unter andern identisch mit 

a'XA' + a''XA" +... = - nX.4 = {«' + «" + ,...) X.i, 
wonach A dei' Sohwürpimkl der in .■!', A", ... hciindlichen Gcwithle «'. «", ... is(. 
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3. Bei dem drillen Falle, wo [X] auf die ^/fach« Summe eines Innern 
Streckenproducts 1' und eines Punklqnadrals XM"^ leducirbar ist, sind zwei 
ünlerfälle zu unterscheiden, jenachdeni das Streckenproduct I' negaliv oder 
positiv ist. 

Ist es negativ, so lässt sich die Summe XM^ + 1' auf ein einziges Glied 
zurückführen. Man ziehe nämlich durch M eine Linie nach beliebiger Rich- 
tung und bestimme darin zwei von Jl/nach entgegengesetzten Richtungen gfeich- 
weit cnlfoi'nte Punkte K und L so, dass MK'^ = MI} = — i'; hierdurch wird 

XM' + 1'= [XM + MK) X { XM — MK) 

= [XM+ MK] X {XM+ ML) = XÄTx XL, 

und folglich [X] =: iiXfCx XL = dem ^ttfachon des innern Products zweier 
PunktgrÖssen, deren Oorter K und L aus M und 7' so zu bestimmen sind, dass 
KL^ = — &r, und KL von M halbirt wird, oder mit andern Worten: dass 
K und L die zwei Endpunkte irgend eines Durchmessers einer Kugel sind, 
deren Halbmesser = ]/ — 1' und deren Mittelpunkt M ist. Wie man hieraus 
zugleich ersieht, besitzt das Product zweier PunktgrÖssen XÄTxX/, die merk- 
würdige Eigenschaft, dass es ungeändert bleibt, wenn statt Ä'und L die End- 
punkte irgend eines andern Durchmessers der um KL als Durchmesser be- 
schriebenen Kugel gesetzt werden. Es wird aus diesem Grunde das innere 
Product zweier PunktgrÖssen eine Kugelgrosse, und die Fläche der Kugel die 
Factoreiifläcke der Kugelgrösse genannt. Die Mittelgrösse der letztern ist XM 
oder die PunktgrÖsse, welche zu ihrem Oiie der Kugel Mittelpunkt hat. 

Ist /'positiv, so wird der Halbmesser der Kugel imaginär.. Untersuchen 
wir daher, ob sich nicht in diesem Falle die Summe XM^ -|- i' an eine Kugel 
knüpfen lässt, welche gleichfalls M zum Mittelpunkte und einen Halbmesser hat, 
dessen Quadrat = /' ist. In der That flndet sich, wenn K und L die End- 
punkte irgend eines Durchmessers dieser Kugel bezeichnen : 

XM'^ + r = XM^ + MK'^ 

= ^{XM+ MK]- + ~{XM— MK]'^ 

= ^^{XM-\- MK]'- -H \{XM-\-MLf 
= ~ XK' + \ XL"-. 

Die Summe der Quadrate zweier PunktgrÖssen -^[XK" -|- XL^] besitzt 
hiernach dieselbe Eigensdiaft, wie das innei'C Product dieser Grössen XKx XL, 
und wird deshalb gleichfalls eine Kugelrp-Össc genannt. Auch ist wie vorhin 
der Ort ihrer Mittelgrösse der Kugel Milteipunkl, Die Summe \X\ aber wird 
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4, Nach diesem allen können wir das am Schlüsse des vorigen §. ge- 
wonnene Resultat kurz also aussprechen: Jenachdem von einer Summe von 
Gi'Össcn zweiter Stufe die Mittelgrösse null, oder eine Strecke, oder eine Punkt- 
grösse ist, ist die Summe selbst ein inneres Streckenproduct , oder eine Plan- 
grösse , oder eine KugcIgrÖsse. 

§. '18 

Wir haben im vorigen §. Bedingungen kennen gelernt, unter denen die 
Functionen von Punklgrössen XK X XL und Xff- + XV- bei Aenderung der 
Oerler ihrer Punkte K und L unverändert bleiben. Es lasst sich leicht darfhun, 
dass jene Bedingungen zugleich die einzigen sind , unter denen die bemerkten 
Functionen ihre Werthe unverändert behalten. 

Denn soll XK X XL sich nicht ändera, wenn statt K, L die Punkte F, 
G gesetzt werden, soll also die Gleichung 

XK X XL ^ XF X XG 

bestehen, so müssen f|, 16] erstens die Mittelgrossen beider Seiten einander 
gleich sein, also (§. -15) XM ^ XH, wenn Af und if die Mittelpunkte von KL 
und FG bezeichnen. Hieraus folgt XM — XH = HM = , ä. h. die Mittel- 
punkte von KL und FG müssen zusammenfallen. Die zweite noch zu erfül- 
lende Bedingung für das Bestehen der Gleichung ist ihre Richtigkeit, wenn für 
X ein bestimmter Punkt gesetzt wird. Nehmen wir als solchen den gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt M der Linien KL und FG. so findet sich, weil — MK 

= J/Z, = ^ÄXund —MF=^MG=^l-FG\a:KL'^ = FG'^.i\.h.KLun<i 

FG müssen gleich lang sein. Zum Bestehen der Gleichung ist es daher nicht 
allein hinreichend, sondern auch noihwendig, dass KL und FG Durchmesser 
cinei' und derselben Kugel sind. 

Ganz auf dieselbe Weise ergiebt sich die nämliche Bedingung ali- hmrei- 
cheiul und nothwendig für das Bestehen der Gleichung 
XK- + XÜ = XF- + XG-. 

Denn hieraus folgt die zwischen den Mittelgrössen zu erfrillende Gleichung 

\A -i- \i = \r -j- \G 

d. i. XM.-= \H wo lA und /f die voti^c Bedeutun,, habet ^^Ie \(ihLn müs- 
sen daher KL un I FG einen gememschafthchen Mittelpunkt hibcn und es 
kommt, wenn man diesen Punkt in dei eisteiu Gleithun» fui \ substituirl: 
KL'' = FG folglich u 8 « 

Als Zugibc i\x d esen Betr<icli(ungtn wollen wit noch zu crtn ttdn suchen witi 
überhaupt bei der Summe zweiei PuuUquadiate m t beliebigen Coeflieienten wie 
aXJ? + ßXB- die Punkte A und B geändert werden können, oline dass sich die 
Summe selbsl ändert. — Soll, wenn man A und ß in C imd D verwandelt, noch sein : 

(a) uXA' + ßXB^ = uXC^ + ßXD'', 

so ninss zuvörderst die Gleichung zwischen den Millelgrüssen beider Summen 
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O.XA + ßXB ^ uXC + ßXD 
bestehen. Mit Ausschliessung des Falles, wenn a -Y- ß = il ist, und wo rlic Sum- 
men in [;\) Plangrüssen werden (§. 1 3 und §. 1 7, 2), kann man aber setzen [%. \ \): 

uXA + ßXB = {u + ß)XM. also auch 
uXC + ßXD ^{a + ß)XM. 
Hieraus folgt, wenn man X mit M zusammenfallen lüssl: 

(b) uMÄ + ßMB^O, 

(c) uMC + ßMl) = 0. 

Weil nach (b) die Linien MA und MB einerlei oder entgegongesetzle Richtun- 
gen haben (§. 1 ), so muss Mein Punkt der Geraden AB, und eben so nach (c) ein 
Punkt der Geraden CD sein. Beide Gerade müssen sich daher in einem Punkte M 
schneiden, und dieses so, dass 

(d) AM:MB:AB = CM:MD:CD = ßiu:a-Sr ß; 

oder, was dasselbe ausdrückt: der Schwerpunkt der Gewichte it und ß, mögen 
diese in A und B, oder in G und P angebracht werden , muss ein und derselbe 
Punkt M sein. — 

Zweitens muss die Gleichung richtis sein, welche aus (a) hervorgeht, wenn 
statt X ein bestimmter Punkt, er sei M, geselztwird, also die Gleichung: 
am' + ßMB^ = uMC + /Sit/0' . 
Siib'-Iituuf nun hierin für MB und MD ihre aus (b) und [c) flicssenden 
Wirlht '.ü kommt 

MA^ = M(f, . 

mifhui tuch J/i ^ MD und AB"- = CD- , wegen der Proportion (d). Dies führt 
uns zu folgendem Resultate 

Man theile die Linie AB in M nach dem Verhallnisse ß : a und beschreibe um 
JH als Mittelpunkt mit MA und MB als Halbmessern zwei Kugel H äc hen ; und es wird 
die Summe uX4' + ßXB' bei Aenderung der Oerter von A und B dann und nur 
dann ungeindert bleiben , wenn die neuen Oerler und D eben so , wie A und B 
selbst die Durchschnitte einer beliebig durch M gelegten Geraden mit der ersten 
und zweiten Kugülflaf he sind ; nur müssen, jenachdem das Verhölhaiss ß : a positiv 
oder neijaüv ist und dabei 4 und B auf verschiedenen oder einerlei Seiten von M 
liea;en diesilbe L ige «egen M auch C und D haben. 

§- «9 

Der in §. '16 bewiesene Satz, dio Roduction einer Summe von Grossen 
zweiter Stufe betreffend, hätte auch auf ähnliche Weise, wie der entsprechende 
^atz für Grössen erster Stufe in §. Jl und 12, und somit auf einem mehr 
directen Wege dargelhan werden können, Icli halte es jedoch für überflüssig, 
bei der hierzu nöthigen Rechnung mich aufzuhalten, und will nur noch zeigen, 
wie die Reductton einer Summe zweiter Stufe in den einfacheren Fällen unmit- 
telbar ausgeführt werden kann. 

1 . Die Summe einer Plangrösse, wie AB X XC, und eines innern Stre- 
ckenproducts ist auf eine Plangrösse reducirbar. — Denn das innere Strecken- 
product kann man = AB X, CD setzen , als welches Producl nach der ver- 
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